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第 一 章 测度 论 基础 


近代 概率 论 建立 在 测度 论 的 基础 上 上。 测度 论 中 的 重要 概 
念 ,测度 ,积分 ,各 种 收 全 关系 对 应 着 概率 论 中 的 概率 ,数学 期 
望 , 概 率 论 中 的 收敛 关系 ， 掌 提 测 度 论 的 基本 概念 与 方法 ,对 
学 习 和 掌握 近代 概率 论 有 很 大 帮助 ， 反 过 来 ,不 用 测度 论 , 那 
么 近代 概率 论 的 某 些 表述 就 可 能 是 不 精确 的 。 不 学 测度 论 ， 
要 掌 担 近代 概率 论 是 困难 的 ， 因 此 ,从 科学 发 展 的 观点 看 * 在 
学 习 近 代 福 率 论 之 彰 ,学习 测度 论 是 必要 的 。 

EA Bp, RiT AA A ME, R ARAE, E 
积分 等 重要 概念 ， 立 述 各 种 收 和 总 关系 及 著名 收 兽 定理 .. 最 后 
引入 广 闵 测度 与 Radon-Nikodym 定理 ， 为 下 面 学 习 条 忻 概 
率 与 拷 论 销 平 道路 ， 

为 了 讲解 可 测 图 数 ,这 里 先 从 集 及 集 的 运算 讲 起 。 


11 。 集 与 集 的 运算 


提要 本 节 分 绍 集 的 扫 念 , 集 的 运算 规 皇 ， 虐 限 
集 , 下 限 集 , 集 的 极限 以 及 De Morgan 定律 ， 


集 是 一 个 不 能 精确 定义 ， 只 能 措 述 的 基本 概念 。 所 谓 集 
或 集合 ， 是 指 由 一 些 对 象 组 成 的 总 体 ， 组 成 集 的 对 象 称 为 集 
的 元 素 ， 例 如 

G) EFH 6 个 面 组 成 一 个 集 , 每 个 面 是 集 的 一 个 元 素 . 

(2) # 次 代数 方程 所 有 的 根 组 成 一 个 集 ， 每 个 根 是 集 的 


一 个 元 素 。 
(3) 设 yO aC 分 别 表示 上 时 刻 某 系统 的 输 由 ， 输 
人 :例如 
yD + a yG — 1) + + a,y(t — n) 
= binli — 1) + ::- + b,u( t — m) 
表示 所 有 线性 机 型 组 成 一 个 集 。 这 里 不 同 的 系数 值 (a,--*， 
day bist" "o ba) 对 应 不 同 的 线 姓 模型 。 每 一 组 系数 值 对 应 
的 模型 是 靠 的 元 素 ， 
在 本 书 中 ,我 们 用 大 写字 母 4, B, Co .等 表示 集 。 
如 果 集 有 4 的 每 一 个 元 素 都 是 集 8 的 一 个 元 寄 ， 则 称 榜 是 
BATHE, HICE 
ACB 或 BDA 
读 作 “8 包含 4” 或 “4 被 8 包 合 "。 
例如 , 设 避 是 全 体 有 理 数 的 僻 ; 入 是 全 体 自 然 数 的 保 ， 情 
是 全 体 实 数 的 集 , 那么 
NZ 
或 记 作 ° °" 
NCOCR 
不 含 任何 元 素 的 集 称 为 空 集 ， 械 用 仿 表 示 。 我 们 规定 空 
集 是 任何 党 的 子 集 , 即 对 任何 4, 6.C A, 
在 许多 问题 中 ， 我 们 所 考虑 的 集 常 常 是 某 个 给 定 集 的 子 
集 ， 由 间 括 中 涉及 的 全 部 元 素 组 成 的 集 称 为 空间 , 记 作 ,其 
元 案 记 作 o, 
EX LLI 设 4, 也 是 两 个 集 ， 由 4 与 吾 的 所 有 元 素 合 
并 在 一 起 所 构成 的 巢 , 称 为 4 与 了 的 和 集 ( 或 并 集 ), 简 称 为 联 


或 并 , 记 作 
AUB=— lele € A SE a € BY 


haB BRNE Z: JE 638 TIN RR ñu SE. WF 20 A 5 B 8 E 
集 ; 篇 称 为 交 , 记 作 ANB, R 


ANB = {wl c Ad H ae Bl= lo: E A H wm EB} 
上 述 表 示 式 中 , o 表示 元 素 , 而 坚 线 后 给 出 了 元 素 应 满足 的 条 
#. 

35 1p13b a] Dl 2 HR ia S 3k. WE 
{Alré T} 
是 任意 的 一 组 集 , 其 中 : 是 指标 ， 它 在 某 个 指标 集 工 中 变化 ， 
由 一 切 A,G € T》 的 所 有 元 素 合 并 在 一 起 所 组 成 的 乐 ， 称 为 
这 组 集 的 和 集 ; 记 作 UJ 4, M) 


U A, = to |o 至 少 属于 某 一 个 A, tE T} 


tT 


由 同时 属于 每 个 集 A.G 6 T) 的 所 有 元 素 组 成 的 集 ， 称 
为 这 组 集 的 交集 , 记 作 门 4,, BH 


N 41 一 {olo € 4,， 对 每 个 :同时 成 立 } 


如 果 工 一 交 《 自 然 数 集 )， 则 上 还 的 联 与 交 分 别称 为 可 列 联 与 
可 列 诡 . 
由 定义 易 知 ; 华 的 和 与 交 和 运算 具有 下 列 性 质 ; 
(1) ANBCA, Añ BC B; 
(2) AC AUB, BCAU B; 
(3) AUG = A, AU9 = Q; 
(D Añ S = @, ANG — A; 
(5) SEE: AUA — A, Añ A = A; 
(62 交换 律 ; AUB = BUA, An B = BNA; 
(7> 分 配 律 
ANCBUC) = CANBYIUCANCY 
AUC(BNCI = CAUBINCAU CY 
(8) 吸收 律 


AUCANB)— A 
.. ADCAU B) = À 
(9) 结合 律 
AUCBUC) ~ (AU B)UC 
ANCBNC) ~ (CAN BMC 
定义 11.2 设 吃 是 一 空间 ，-4C9， 刚 马 中 不 属于 4 的 
所 有 元 素 构成 的 集 称 为 4 的 补 集 (简称 补 ), 记 作 A, BH 
A— {uloEg R. o &Al 
补 运 算 具 有 下 列 性 质 : 
(D Fh: AUA Q, An A = Q, Q = Q ,Q'—= 
e; 
D Hett (AY = A; 
(3) AC B 的 充 要 条 件 是 ADR, 
在 集运 算 中 经 常 要 用 到 反映 集 之 并 与 交 之 间 对 偶 关 系 的 
重要 定理 , 称 为 De Morgan 定律 ， 现 叙述 如 下 ; 
-EALLI (De Morgan 定律 ) ik 4, 日 是 两 个 集 , 则 
(CD CAUB = A' YB; 
(2) CANBY = FUF, 
证 明 (1) oc CAUBY > o &KAUB<— oa A E. 
w% Beroe d E. o € B'<> e€ 4" (n B' 


所 这 
CAUBY = ANB 
(2) wm ECANB)Y 4> u & A BE k À Ek. o K B —> 
如 Ed E o € Bw € A' U B' 
所 以 
(CANBY = AUB _ 
@ 设 2 一 11,2,3,4}， A=1411,3 B < {2,4}， 验 证 
De Morgan EM, 


*. +. 


E 因为 CAUBY = ((1,31U12,4]) = $ 
A = {2,4}, B° = {1,3} 
故 
FUR =0, ADB = Q 
由 此 可 知 
(CAUBY = 9 — e — + n aB' 
(An BY = Q = 0 = A U B' 
推论 1.1.1 (De Morgan .定律 ) H (Aj 是 一 组 集 ， 则 


(U Aa) -N A, = Clia) 


| (N +J) 一 U 4: 《LLIb) 


MA (1.1.1a) 8 (l LIb) 可 以 看 出 集 的 并 与 交 之 间 存 在 对 
直 关 系 , 即 并 之 补 等 于 补 之 交 , 交 之 补 等 于 补 之 并 。. 
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于 上 上 述 集 列 中 无 限 多 个 集 的 那 种 元 素 全 体 组 成 一 个 集 ， 称 为 
As dis” `. Aast 的 上 限 集 * 记 作 lim sup 4, 或 lm A., RE 


imsup 4, = fojo 属于 无 限 多 个 A.) 


例如 ， Air — A, A. = B, n=L, PEER HMA A 中 的 
元 素 属 于 无 限 多 个 A. ke Pa — 1. nml, Z2, >e; B rh 
的 元 素 属 于 无 限 多 个 Arp k= 2n, n= 1, 2, 
所 以 limsup A, = AU B 
EX 1.1.4 设 A ` 是 任意 一 列 集 , 除 去 有 
限 多 个 集 之 外 ,所 有 集 A, 都 含 有 的 那 种 元 素 组 成 一 个 集 ， 称 
为 这 一 集 列 的 下 限 集 , 记 作 lim inf A, PE imt, 基 


imini 4, — 


io| 存 在 正 整数 mno), W n > alok o € A.) 
由 于 oe € liminf4, 时 ，w € A. n> nla), WATE 


属于 无 限 多 个 A ， 因 此 oE Jimsup A.. RERA 
Hminf A.C limsup £s 

这 一 包 售 关系 ,反之 不 一 定 成 立 , 

Pils Aim- m As Anm B, n=l, 2,75, 那么 只 有 
同时 属于 A 和 8 的 元 素 才 有 可 能 在 s> mlao) 时 ， 均 属于 
A.s AE R] UE 

liminf A, = ANB 

下 面 我 们 来 证 明 它 的 结论 。 设 os AB, M oed 
H me 了 ， 于 是 otd, nl 2 由 下 限 集 的 定义 
l, œE liminf A, WA 

AN BC liminf 4, (1.1.2) 
男 一 方面 yw ECANM BY, 即 w SAG B ,不 妨 设 o š ARo K 
Arnis 2- D Sie & liminf .四 Ho € 《liminf A 
于 是 有 | 
CAn BC (Clminf A. 
根据 补 运算 的 性 质 (3) 

CANB)Dlminf 4, (1.1.3) 

轧 式 (1.1.27 和 式 41.1.3) 可 得 

liminf A. = ANMB 

定理 1.1.2 设 {4.} 是 任 一 列 集 ,那么 


(1) (imin A.) = jimsup As; (1.1.4a) 
D (limsup A.) = iminf AL, (1.1.4b) 


+» 6 - 


证 明 (1) Climiof4.) 一 {wl 有 无 限 多 个 AKS o) 
一 to lw 属于 无 限 多 个 4) 
一 limsup 2, 
O Gumsup A. =1ele 只 属于 有 限 多 个 4.) 
-= lolo 除 有 限 多 个 A 外 ,属于 无 限 多 个 


A.) — liminf 4, I 
定理 1.1:3 设 14。} 是 任意 一 列 集 , 那 么 
(1) limsup 4, 一 ñ U Ar „è (1.1.52) 
ami k=" . 
(2) iminf 4, 一 - UJ A Ar (1.1.55) 
asi ken 


证 明 (1) o & imsup 4, < 这 对 于 所 有 的 #, 存 在 k = 
n 使 ig € A, — 


对 于 所 有 #; a € Ü A <> € N Ü Ar 


ari K=6 


所 以 


limsup 4, = A y Ar 
w=j £= x= 
(2) lminf A, = [Climinf 4.)] 一 (limsup £ y 


-(Ô U 4) -U (Ù 4) 


w*=1 L== 


-Ù Na 


Wl ġar 
定义 1.15 如 果 集 列 {4.} 的 上 限 集 和 下 限 集 相等 , 即 


a 7 . 


Hmsup A, = liminí A, 
则 称 集 列 (4.) 收敛 ， 这 时 称 4 一 limsup A, = liminf A, 
为 集 列 {A,】 的 级 限 ( 集 ), 记 作 
AS liminf A, f 

设 iA 是 一 集 列 ， 如 果 A.C A, m= 1,2,--..) 则 称 
l< } ERAMI, HIRIE Aati 如 果 A.A... (n = 1, 

..) WRR 14.) BERMEDI BIF Ats 单调 增加 
RUNA INP RIAAN, 


下 面 单调 集 列 的 极限 定理 是 今后 很 有 有 的 工具 ，。 
TELLI 单调 集 列 都 是 收 襄 的 , 且 和 如 果 Ats NMH) 


lim A, = U 4, Cl.1.6a) 
如 果 A, 则 


üm 4 一 门 A. (1.1.6b) 


证 明 + 4, 即 A.C Au n= 1,2,….。 由 定理 
1.1.3 31 


Emsup A, 一 A U 4, 
因为 Ats WE 
U 4- U 4A. U 4 = 


. kmj 
所 以 


limsup 4, 一 Ú As 


另 一 方面 ,由 定型 1.1.3 4i 
liminf 4, 一 Ü A 


n=) i=. 


因为 Ato WA 
Nn A= As, ñ A,= Artt’ ñ 4, A, 
所 以 
liminf 4, ~ U A, 
故 


im 4 一 【| A, 


* s 


对 于 A.) 的 情形 ,可 荣 似 证 明 。 


司 = 11 
1. IERA 
(0) Ü #A — 4= U) t, — sy, 
sT ET 
(2) [Y #& — 4= N] (4A), 
tT .... 
(8) 4 — UJ 4, = f) ca AJ, 
tT tF 
W 4 — Aam UJ (4— 42. 
EET ref 


2. 设 {4,} 是 单调 减少 集 列 ,证 明 
A = DA 一 Aup) + A £, 


这 里 之 表示 不 相交 集 之 并 . 
3， 设 {4 是 任意 集 列 * 证 明 


(1) lim Ü A, 一 Ú Ans 


k=1 


(2) lim A A= ñ A,. 
Wii k=, 


4. 18 Asn = A, An = B, ds 一 CC s= 1, 2,0, EAN] 
{4,} 的 上 限 集 和 下 限 集 , 


5. 设 Anai 一 (十 ),4。 = (0,#)s# = l, 2," RARA} 


BJ FHIR ds F ER3E,. 
6. 证明 关系 式 
(E— P)UF=E 
成 立 的 充分 必 又 条 件 为 Fc s, 
7. 设 ESFƏG, 证 明 zg — G — (g — F)U(F — 6). 
8. 设 {Eih w = 1, 2，*"* JEP80S EZRA 则 limE, = Q. 
b. 设 Nima, 存在 ,8 是 任意 一 个 集 ,证 明 
(1) lim CA, — B) = lim A, — B, 


(2) lim (8 — A,) = B limd,, 
用地 四 本 一 四 


12 a W AA 


BE ÖMRE, Borel RÆ, f tt = £ 
h,K TR SE, TM SEK $k km, HEA 
is. K PAIA TATAA 8k t -- $ ñit 
Ë AE B 8 p| 6 TECT Bl A 05 k ab t A). 


在 上 节 建 立 了 集 与 集运 算 概念 之 后 ,在 本 节 中 我 们 就 可 
以 建立 代数 的 概念 ， 从 而 楚 并 可 测 梢 数 的 概念 。 可 测 函 数 
是 测度 论 中 积分 理论 讨论 的 对 繁 . 

从 积分 理论 看 ，Riemann RIAAL RA REKA 数 


Ci 。 


的 积分 ， 或 者 说 处 理 连 续 函 数 以 及 有 有 限 个 疗 嘱 点 或 至 多 有 
可 列 个 间断 点 的 函数 的 积分 . 然而， 这 样 的 积分 对 于 近代 禄 
率 论 来 说 是 不 够 的 ， 原 来 Lebesgue . 考虑 了 定义 在 实 圾 空间 
只 上 的 可 测 函 数 积分 ， 这 是 实 变 函 数论 中 讨论 的 问题 ， 在 本 
书 中 ， 我 们 将 考虑 抽象 空间 0 上 实 可 油 函 数 的 积分 积极 限定 
=m. 

在 本 书 的 讨论 中 , Q sTIDD8 RR AORA. Pj, O =i 
是 [0,1] 闭 区 疝 中 的 全 体 实数 , O TURAR, O iu] 
以 是 整个 实 轴 或 整个 实 平面 或 其 他 抽象 集合 。 由 于 本 书 讨论 
的 抽象 积分 (简称 积分 ) 与 集 9 的 性 质 无 关 ， 因此 我 们 对 9 不 
PETRE. 

为 了 讨论 可 测 函 数 ,我 们 要 研究 2 的 于 集 所 成 的 集合 ,我 
们 把 2 的 子 集 所 成 的 类 称 为 集 类 或 集 族 . 设 多 E o T aÉ 
成 的 举 类 ,如果 空 集 仿 和 整个 空间 都 属于 多 HATAR, 
可 列 并 运算 封闭 , 则 .多 称 为 " 代数 。 严 格 的 定义 如 下 : 

定义 121 设 .多 是 2 子 集 所 成 的 集 类 .如 果 

U) ORF FREF; 

(2) 如 果 AEF, MAAR LEF; 

(3) 如 果 ALEF, Ven l, 2, *--, PA A, 的 并 
J AEF IRRF REAT"), RIRA E z 伐 
数 ， 

包含 有 8 和。 代数 多 的 有 序 对 《8, F) ROTAS 
Bj. 多 中 的 任 一 集合 , 称 为 可 测 集 . 

E AEF, n=l, F 是 0 代数 ,那么 

(Ù 4) e=, an ALEF 


=j 
H De Morgan 定律 


(U 4) = Na e = (1.2.1) 
ai ELEF, F 是 代数 ,那么 
N A, EF 
例 下 面 给 出 一 些 了 代数 的 例子 
(1) 岂 旬 ;日 两 个 集 组 成 的 集 类 是 o 代数 . 这 是 因为 总 ， 
身 的 补 与 可 烈 并 运算 结 困 是 人 @ 和 各。 | 
(2) W a ={1,2,3,- - .} 是 自然 数 集 ， S= 包含 如 下 于 集 ; 
您 ，{1，3，5。 y, 12, 4, 6, Cha 
MF E c 代数. 
(3) OKiEC NS, S S OBN S T, UFE 
数 . 
. (4) 9 是 一 个 不 可 列 集 ， 由 一 切 可 列 于 集 及 其 补 集 是 
FJ P| BJ T SH SH pk. MU k = 代数 . f 
(5) 设 中 ,和 如; 是 8 于 集 组 成 的 两 个 5 代数 
-F NF, ， 
HF BST FAF: Rk, AARE 多 ,也 
E a RA. 
(6) 设 4 是 妨 的 非 空子 集 ， =, 是 柱 一 包 合 4 的 。 代 
数 ,那么 门 .多 。 称 为 包含 4 的 最 小 5 代数 ， 有 时 也 称 为 由 


AERA e 代数 . f 

(7) WQ JESSIR (A2) 2 Eh Rp aF 
区 间 (es 8) 和 步 成 的 = 代数 ， 称 为 Borel 代数 。 显然 Borel 
代数 也 可 往 作 屁 中 一 切 闲 区 间 [a, b] 生成 的 = 代数. Ah 
AETR ARRA Borel #. 

《8) ROERE R. i EE RhJ— 48 Borel F 
集 , 令 
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Ë, — RUl—¿o), R= EVit}, 站 = F U1— 00 ;十 003 
第 是 当 E 取 遍 乡 中 所 有 集 时 ,BE ,El 5;,E， 组 成 的 集 类 , 显 
然 声 也 是 ce 代数 , 称 为 广义 Borel 代数 . | 

Wk (OQ, F) 3t— Tis yEñD n 8I2s Bj. FEE 
在 这 一 假定 下 进行 . 

定义 1.2.2 夺 是 如 到 玉 的 一 个 函数 , 如果 对 于 任何 有 限 
实数 “ 有 

{u € O| ICG) > a) (1.2.2) 

AFF, 则 称 f Tma. 

下 面 的 引 理 告诉 我 们 在 函数 可 调 性 定义 中 集合 (1.2.2) 的 
形式 是 可 以 改变 的 . 

引 理 1.2.1 设 f 是 8 到 尺 的 一 个 函数 ,下 列 一 些 命题 是 
等 价 的 ; 

{1) 对 任何 ac R, R A, — toc d| filo) > aye 2 ; 

(D 对 任何 ac R, $ B, = [oe Q]ie S; 

(3) 对 任何 z€ R, 3 C. = [o € O| Koy > a) 8 F ; 

(4) 对 任何 ac R, E D. — [o € Q|I(o6) < ay 6 Sr, 

证 明 因为 B. 和 A, 互 为 补 集 , 因此 (C1) 与 (2) 是 等 价 命 
是 ， 类 似 地 .(3) 和 (4) 也 是 等 价 命题 . 如 果 命题 (1) 成 立 ， 懂 
么 对 于 任何 n, dy EF 因 为 | 


Ca =: N Aal 


根据 多 关于 可 列 交 运算 封闭 ，Coe .多 。 因此 命题 (1 成 立 
可 推出 命题 (3) 成 立 。 叉 因为 
A, = U Cz 


因此 命题 3) 成 立 可 推出 命题 1) 成 立 。 于 是 命题 9 与 命题 
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(3) 等 价 ， 
全 
(1) 任何 常数 函数 是 可 测 的 ， 便 如 
fom) 一 CC (常数 )，Ww ED 
# e 2 C, WA 
le € Q] flo) > a) = Q 
3 a| < C, PA 
{o € Q| flo) > ay —= Q 
(2) 如 果 EEF, RA ETHER X yE 3220 
tela) = p> Mee € E 
0, Yok E 
那么 XLo) 是 可 测 函 数 . 事实 上 {o€ Dlo) > ay 必 
m Q, E lO =Ë#Z—. 

(3) 设 Q — R 2 kapa ki 5. 多 = s 是 
Barel 28.32. RA RAJE ERAR f Æ Borel 可 测 的 ， 
事实 上 ,如果 是 连续 国 数 ,那么 (z€ R: f) > ay 是 及 中 
的 开 集 , 丹 此 它 是 可 列 个 开 区 间 的 联 ， 于 是 (x€ R| f) > 
ae, 多。 ' 

(4) 如 果 2 — R, 5 — s, PAEA PS P£ EE 
Bore! 可 浏 的 为 了 证 明 这 一 点 ,假定 1 kb R AMA, 即 由 
sar 可 推出 JG) S< (z), (z€ RIFO) >a) FE Ce, 
+ <o) 或 [a, + 的 无 穷 区 间 .【《 试 证 朋 这 丙种 情形 都 可 
能 出 现 ) f 

下 面 的 看 理 说 明了 可 测 函 数 的 某 些 代数 运算 的 结果 仍然 
是 可 测 荐 数 . 

引 理 1.2.2 ivf Ae RERAN PB #k CEO #j R BJ A 
数 ), ç 是 任 一 实数 ,那么 

cels F», I+ zg, Íg, Ift 
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RETRA. o 
证 明 (1) 如 果 ¿— 0, ADARE, 
WR ¿> 0, WA 
{o € Q|ej(o) > ay = [u € d| jilo) > afcey 8 F 
e < 0 ERR. 
(25 如果 aÍ < 0, WA {v60 PCa) >a} Q; 和 如 
R e > 0 那么 
{u EOI PCa) > a) = [o € Qf(w)> a} 
Uio enlfl(a) <— V ale Sr 
G) 设 台 是 全 体 有 理 数 的 集合 ,+r £8 那么 
Sr {w E |fe) > rl (a € Q[|g( o )2> o — ry € s 
A 
{o € Olio) + glu) > al = U SE 
r 6 Q 


因此 f + z 是 可 调 函 数 ， 
(4) 因为 — , 
fe = + [Cf + zy — (I — gY 
由 上 面 的 (1),(2) 和 (C3) 可知 fz 可 测 . 


G) maci, [vE g]| fa) > ay= 0, 如 果 
a= 0, {o € Q||/Ca)| > at= {wE 2| fo) > eY U (o € 


Alila) < — ay € F, TE lill ETMAK. ] 
=] Bp 3k BS IF PB AEN 
Fo 一 sup{f(wm), 0} (1.2.3a) 


f Ce) = sup{— fw), 0} Ç1.2.3b) 
这 里 fRA IER TRA P AR, BRA 
f 一 三 一 广 (1.24) 
. i5 >» 


HISWP+f O a28) 
a EGE: s. i 
= U + D, fii) 《126) 


以 及 引 理 1.2.2， 可 知 : 如 果 f 是 可 测 函 数 , 那么 Ft Af R 
ECAA. 反之 亦 然 . - 

为 了 使 可 测 国 数列 的 极限 运算 .上 确 界 运算 方便 ,下 而 我 
HAT ARER E WE. 

定义 123 ij EOLA, 着 对 任何 实数 2 
有 . 

{oE O|/ 66o)>2> Ye F, G miite 
则 称 f kë p 3 ul Wjb8 2k , Pk i ER f 是 可 测 的 。 

(Q, 多 ) 上 的 全 体 广 兴 实 可 训 阔 数 记 作 M, F) 

如 果 fe M(Q, F), HT 


{oe Qjie) = +0} = N {oE 1i(wm) > n} 


oe alila) = —0} = [Ú Ho € ifo) > a|) 


所 以 这 两 个 集 均 属 于 F. 

下 面 的 引 理 对 于 讨论 广 驻 实 国 数 是 有 用 的 . 

5181223 广 叉 实 函 数 # 可 测 的 充分 必要 条 件 为 
A= (o € Q| }Cw) = +c}, B — (a € Q |ICo6) = —oY, 
ABE 87, Ilo) 定义 为 i 

fe), Yok AUB 
i Fo) = Í, xo € AUB 
fo) EMAR, . 

证 明 若 FeMk9, F) CHEANA, B 均 属 于 

JF. Y ae R H a>0, 那么 
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二 人 
# < <, 那么 
[o € Q| (z) >a} = (o € Q| ICo) > aY U B 
因此 h Fm. 
ZA A,B6€.5r H Ao) PNRA a 2 0 时 ， 
{oE Qiie) > ay = [o € Q| i(6)2> aY U A € SF 
8 Q < Ü 时 
{o € Q| Ko) > a) — {o € Q| fXX6) > a) — B € ° 
因此 f =[ m. 
推论 12.1 (3P 1.2.2 P0318 1.2.3 iing) 如 暴 
EMCO, F), ecR 那么  ，  : E 
efs Fs HH Pe F 
HEF M(Q, F). > ooo 
这 里 需要 指出 ,我 们 约定 0( +oo)=0, HAH em 0h 
eÍ m 0, WÈ j, g€ MCO, F) + ., 
E, — [e E Q| fÇu) = — o B. glo) + e), 
E,— {wE O| ilo) = +o H gKo)=— o}, 
这 时 (f + g)XXe) = ilo) + glo) Æ EEUE LA E 
然而 ,如 果 约 定 f + z EEUE ESFE, MA f +s 
SiE I MA R. 利用 下 面 的 引 理 。 我 们 可 以 讨论 fe 的 可 测 
+. , 
81124 设 {f 是 MCO, F) 中 的 序列 ,定义 
Flw) be inf fC 0 ), F(u) = supf, (æ) 
"Ca ) 一 lim inff.( oy, F*(.o) = lim supf,C a Y, 
那么 f, F, P" 和 F* 均 属于 M, F )a 
证 明 考虑 下 列 集合 ， 
3. 


TT i a 


{o € Ojo) > a)= [) dee iilo) Fait 


二 和 


(e € Q] F(a) > z) = U (e € Q |f.C 6) > a) € F 


因此 当 je MCQ, 多) WF, Í AFPA. 
LAX 
(0) 一 sup(ini falo) 
P*a) = inf {supf Ko) 
nol mps . 
因此 让 和 FF* 也 可 浏 . j" 
推论 1.222 如 果 {jf} 是 MK 多 ) 中 的 函数 列 ， 
limf, — f 
那么 FEMA, F). 
证 明 ”在 这 种 情形 下 
Ho) 一 imf Ko) = im inff(w)EM(O,F) N 
现在 我 们 回 过 来 讨论 ， 当 f, z€ M(Q, F) Fi, #e € 
MCa, F) ` 
W. N = 11,2,:..); w€ N, 1 BS Pa 5638 sz % 25 
Fe), EoD <= 
flo) = (n, flo an 
— s, ileje — n 
At 


mM, wela) > m 
一 m, NMg( u) < — m 
容易 看 出 f, 和 z, 均 为 可 测 函 数 [习题 1.2, 11]， 由 引 现 
1.2.2 W 531, fanim # RT WAI. 因为 
* jð + 


f gCo), ielo)! = m 
Bao) = 


其 om)8-(m) — im fwaw) Aa € Q 


报 据 推论 1.2.2 TA, fin MCO, Z `). 
六 因为 
(fg)Xe ) = f(o)g(o) = limfa aw), Sem € Q 


再 次 利用 推论 1.2.2, 可 知 fee MCG, F). 

现在 我 们 已 经 证 明了 MO, F) 中 函数 询 的 极限 属于 
M(9, , 祥 )， 下 面 我 们 将 证 明 MCO, F) 中 的 任 一 非 负 可 
MARLEE MCA, SY) 中 简单 证 数列 {plo} 的 极限 
且 {p.Cw)》} 是 单调 增 函 数 序列 . 

BIR 1.25 如 果 je M(Q, F) B f>0, WAE 
M(Q, S) 中 必 存 在 一 个 函数 列 {pp。} 满足 : 

(1) 0 < plo) € pala) YoE0, n€N. 

(2) Co) = limp.(o), Mo € Q. 

(3) ple) 只 取 有 限 个 实数 值 DEE, po) RAW 
单 函数 1. | 
I iks EREA. Æ k=0,Ll,--.,n2"—1 
时 , 令 


- 


Egs m {o EAR << fm) Ck + 12} 
当 RR s2" 时 , 令 
E; = {0 € Q |C) 2 nY 
tik ej H, {E lž = 0, 1,-.-, #2"} 全 是 互 不 相交 的 集合 ， 
这 些 集 合 均 属于 F, E. 


LF 
a — En 


E lj 


MERIEN LER pw)， 使 得 它 在 E, 上 等 
于 I, PA pE MCO, F) 容易 验证 这 样 定义 出 来 的 
{ye} 满嘴 引 理 中 的 (1),(2),《3) 条 件 ， l 
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复 可 测 鹃 数 在 概率 论 中 扮演 着 重要 的 和 角色。 如 末了 是 定 
疼 在 名 上 的 复 值 涡 数 ， 那 么 一 定 存 在 两 个 唯一 确定 的 实 信 消 
数 fo fa EA 

I hñ + rf 

TRAE filo) 一 Reflow), fo) = Inf(m), vot 
2, fho) R Flo) WRH Alo) 称 为 feo) 的 虚 部 . 
当 且 仅 当 ftwm) 的 实 部 PC o y REER fw) 均 可 浏 时 , Fao) 
可 油 ， 容 易 验 证 复 可 测 消 数 的 和 , 莱 积 ,极限 也 是 可 测 的 . 

在 某 些 场 全 ,人们 需要 定 六 从 一 个 可 测 空 间 (Q , sz") 到 
另 一 个 可 测 空间 (A, së) 的 图 数 F. 在 这 种 情况 下 , 了 可 测 
表示 . . 

jE (oë O| f(ol€e EY 6 8, xE € @ 

从 表面 上 看 ,这 里 的 定义 与 定义 1.2.2 不 同 。 然 而 不 难 证 
骨 [ 见 习题 12,111, 当 A= R, @ = Æ 时 ,这 里 的 定义 与 
定义 1.2.2 等 价 . 


3J 题 1.2 
1. 证 明 | 
[s= Q (= 1, s+1) 
这 样 R 上 任 -一 包含 了 所 有 开 区 间 的 o 代数 必 包 含 所 有 闭 区 辣 。 
同样 证 明 
0b) = Ú [e+ +, “一 二 


这 样 中 上 任 一 包含 所 有 闭 区 间 的 v 代数 必 包 会 所 有 的 开 区 间 。 

2. 证 明 Bosi 代数 是 包含 一 切 半 开 区 间 La, $) = (z ER; og 
scb) 的 5 代数。 并 证 明 Bore! 代数 也 是 包含 一 J E WR (=R, 
=>0} 的 0 代数 。 
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3. 设 (4) 是 的 一 个 子 集 序 州 ， 令 Bh S, 
E, = Ú Ars F, = A. = Ep 


EBR 

(1) (8.) Æ- - B 086 E 2 Pr 2]. 

(2) {fs 两 两 不 相 变 , 即 FaN F. = G, Vn m, 

(3) U E,= |) F, = Ú) 4,. 

4. ZETAN 7 本 身 不 可 测 ; 但 |; 和 疡 可 调 的 例 手 - 

S. 设 2, P, ç = 39, mida, bye) 表示 值 在 中 间 的 那个 
$, HEHH f 

mid(e, b, c) = int(sup(a, Š), sup(a, ce)s sup( b, cY} 
# Bs fa fs Eos R JZ SP IPB 9k, g 定义 为 
g(@) = mid f Cm), Cm), fm)) 

证 明 sce) H, 

s. # /是 可 测 函数 ，4> 0，fs 表示 f 的 截 许 函数 并 定义 为 

p 当 |fCG)[<4 
Fat) 一 44， X Ha> 
~i, 3 f(r)< — A 

证 明 fale) TA. 

2. Bi Eo LARIAT FERN 天 >0。 渍 得 

Os (m) K. Xa Q 

斌 证明 引 理 1.2.5 中 构造 的 简单 函数 列 pa) # a LART i 

B. ZEA YAAR. € ECY, $ 

并 = (z € X; f2) € E} 
证 明 FTCA) = 9, F) = x. 
E EF rE Y BJ T 38 , EA 
f (E — F) = f(E) — FF) 

着 {Bo} 是 于 集 的 非 空 类 ;证明 


(Ú s.)= U ao, (0 s.) = NM rs.) 
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特别 是 ,当当 是 了 子 集 记 成 移 o 代数 时 ,证 明 {f"《E); EE 0) JE QT. 
集 所 成 的 a 代数， 

9. ff 是 定义 在 XX 上 并 取 昼 于 了 的 沙 数 ，(X, F) ETRS, 

g = (ECY, (EYE 

证 明 9 Æo 代数 . 

18. iZ (p. F) 是 可 测 容 间 :7 是 9 到 Y 的 毅 数 , 4 JE Y PJ F 3k. Br 
成 的 类 

A= {ECY, P(B)€ #Y 

试 证 明 

F'(F)8 F, H F 6 H AERA G 代数 (提示 :运用 习题 1.2, 9) 

11. (Q, F) 是 一 可 测 空 间 、 1 EEE o COREA, IEA 7 
为 可 测 函 数 的 充分 必要 条 御 是 对 于 每 一 个 Borel E E, P'(E) € Z, 

12. i$ C0, F) 是 一 可 调 空 间 , 1 是 0 到 RK 的 可 测 函 数 ,F 是 六 到 
BR 的 连续 乔 数 ， 试 证 明 复 合 函 数 

(pof e) = @[f(@)] 

是 可 浏 函数 。[ 提 示 : 车 ?连续 , 则 对 于 每 一 个 Ece 9 Apea] 

13. 设 1 是 习题 1.2,7 PERDAR, pE Borel 可 到 函数, 证 明 
$.f TA, 

14. 设 ?是 定义 在 可 褐 空间 (0, F) 上 的 复 值 函数 。 试 证 明 77I 
洞 的 充分 必 竖 条 件 是 ， 对 于 所 有 实数 a.c. 4, 有 

{w ç D, s< Ref m) 5, celimi myoed} ¿ç S 

更 一 般 地 证 明 ! 可 测 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 复 平 面 中 的 性 何 开 、 

c, A 


FGJ e g 
15， 试 证 明 复 值 可 淹 画 数 的 和 , SS REI SI BP Sk. 


由 ，. 才 是 汪 于 售 的 非 空 类 * 落 对 于 . 检 中 的 每 一 个 单调 增 译 列 {Es} 
和 单调 三 序列 Fe) 有 


Ü E, e. é, ñ F, Ed 
则 称 -#4 S 25. 
试 证 明 g 代数 是 单调 类 设 .” 是 一 非 空 类 ， 那 么 必 存 在 包含 ww 的 
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最 小 音调 美 ( 称 为 由 ww 生成 的 单调 美 )。 
13 W 度 


RE + W BE 312 fem] ZAFT, AiE 
明 测 度 的 单调 性 和 连续 性 。 


我 们 已 经 引进 了 可 测 空 间 的 概念 。 < RTRA TERNE 
的 = 代数 。 现 在 我 们 讨论 在 多 上 定义 的 实 慎 或 广义 实 值 集 
函数 。 这 种 集 函 数 将 称 为 “测度 "， 它 是 长 度 ,面积 .质量 等 的 
抽象 概括 。 因 此 它 应 该 对 于 空 党 等 于 雷 , 对 于 .多 中 不 相交 的 
集合 具有 可 列 可 加 性 . 

ELLI EEEF 上 的 广义 实 值 集 函数 , 若 满 
E 

(1) aa) = 0; 

(2) al E) Z 0, ECB. 

G) 车 (E. 是 不 相交 序列 , 即 E. E, 一 Q, xn 过 
m, A 


(Ü s.) — >: r (E) (1.3.1) 


z=] s= ił 


e 称 为 测度 ， 

这 里 性 质 (3) 称 亩 可 列 可 加 人 性 。 如 果 任 何 4€ 多 ”都 具 
有 有 限 测 度 ( 不 取 二 0), 别称 测度 上 是 有 限 的 ;如 果 (C0) 二 
to, MR e ELAR mR a(l) el, MR e 为 概率 
测度 ， 

设 AEF, WREEF AEF (a l, 2 )， 
使 得 
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š 
AC UJ 4, B ul) < + ° 


w=1 


则 称 4 的 测 庆 是 v 有 限 的 。 如 果 每 个 Ae. ”的 测度 都 是 
o 有 限 , 则 称 上 是 * 有 限 的 , 
£ 
GD Pro ÆR, 2 是 Q 子 集 所 成 的 z 代数 ， 
#i EF HEA 
l t (E) = 0, YE EF 
ia 在 多 上 定 兴 为 
aO) m= 0, aE) = +°%, YE > @ , EEF 
IFE z, 和 mx WEM. As KARNE EE 2 有 限 测 
E. 
(2) 设 (Q. F) 是 可 测 空间 。ww Re—JBlE JG 38. € 
Q. MCPNC a 为 
0, 若 wy 区 


nlE) = Í, RE 

可 以 看 到 & 是 有 限 测度 。 KETOKE TF m 的 单位 
测度 . 

(3) 设 9 一 NN 一 fi 2,3,….} 是 自然 数 的 集合 ， F 
是 入 的 一 女子 集 所 成 的 类 ,2 是 a 代数 . 

Ee .多 ， 若 下 是 一 个 有 限 集 ( 只 含有 限 个 自然 数 )， 定义 

k (E) = E 中 所 售 自 然 数 的 个 数 

Ee 多， 若 E 是 一 个 无 限 集 ,定义 

s (E) = +o0 
这 样 定 义 的 上 是 测度 ， 它 不 是 有 限 测度 ,但 它 是 e 有 限 测度 . 

(H $ Q = R, F — 4 (Borel 6 代数 )， 在 1.9 节 
中 我 们 将 证 明 才 上 存在 唯一 的 浏 度 4， 开 区 间 的 测度 与 并 区 
间 的 长 度 相等 , 即 着 E = (a,b), WA pE) 一 了 一 o。 这 
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种 唯一 的 测度 称 为 Lebesgue ME, GAREA RME, MES - 
ARME, 

(5) Er Q < R, F 一 A, f RAMESAN. 19 

闻 中 我 们 将 证 明示 上 存在 唯一 的 测度 41， H E — (a, b) Bl 
UCE) — FCE) — f(a) 
j| RROJ Lebesgue-Stieltjes MIEY, 

引 理 1.3.1 设 #* 是 定义 在 o 代数 多 上 的 测度 . 落 E e 
F, FeF B ECF, 那么 utE) = pCF)， 进一步 , 若 
ntE) < +0, PA (F — E)= aF) — aE), 

证 明 因为 F EUCF— E) H Eñn(F — Ey = @ 
因此 有 

pF) 一 s (E) + a (F — E) (1.3.2) 
LAX #E(F— E) > 0, TE (F) > (8). Eal 
+o, ER (1.3. 两 边 都 减 去 上 (E)， 就 得 到 所 需要 的 结 
B, a 

引 理 1.3.1 上 灶 部 分 所 给 出 的 性 痪 ， WK 2) WH EE 55 Pa IL 
性 ， . 

引 理 132 设 癌 是 代数 多 EME. 

(1) E (Es 是 多 中 的 增 序 芍 ,那么 


z (U F.) 一 üma(E,D (1.3.3a) 

称 为 测度 z 的 上 连续 性 ; 
(2) 2 (F. 是 .中 的 减 序 列 且 对 某 一 #，p(F,) < 
uÒ N F.) imacF 5 (1.3.3b) 


称 为 础 度 上 的 下 连续 性 ， 性质 《1) 和 (2) 统称 为 测度 的 连续 
性 ， : f 


+ 2f a4 


证 明 ”车 对 其 一 个 mm 人 Bo 一 十 oo， 那么 式 《1.3.3a2 
两边 均 为 +eo。， 因 此 我 们 可 以 假定 
pCE,) < +0, sn 21 
令 AmE, dA, = E, — Es, A,= E, — E, is" * * 
那么 {4。} 是 .多 中 的 不 相交 序列 


E.— Ú An J E, = |] 4, 
因为 测度 z EaP mne, Bl 
a(U E.)— > n ( A.) = lim > aCA.) 


由 引 理 1.3.1 W, a = pE.) — a (E,_) E= 
n (9) 一 0， 因 此 


> n (A.D k s (E,) 


m=1 


TERA (1.3.3a) 成 立 。 
(2) 令 ,一 FF; 一 F。， 上 ,是 增 序列 ， 利 用 本 引 理 (1) 
REIA 1.3.1 可 得 


U E,)= tma(E8.) 
= Em[ (F) 一 AP] 
m a (F.2 T lim &K(F,) 
由 于 
u E, _ F, — N P, 


办 此 


„(U E) = ad= e (N F.) 


>i 


a 16 >» 


纪 合 上 述 两 个 方程 可 得 式 《1.3.35b)。 ñ 
定义 1.3.2 包含 和 9 子 集 所 成 的 代数 以 及 定 X T 
9 代数 上 的 汀 度 的 三 元 组 (0, F, a) 称 为 测度 空间 ， 
下 面 继续 介绍 与 油 度 有 尖 的 术语 : 
(1) 若 存在 子 集 N £ F aN) 一 0， 则 命题 在 (NY 
(N 的 衬 集 ) 上 成 立 ,于 是 称 这 个 命题 几乎 处 处 成 立 . 
(2) E NEF, p(N)= 0, f 0E EEES EAR 
AAR, f 一 z, WoR N, HWjJ#k f fd 几乎 处 处 相等 , 记 作 
f= gpa. e. 
RAA ICE 
f= gz, s. e. 
(3) Æ {f} B Q ERRA B. 
l p {limfa Ceo) >e |Ga)Y = 0 
WRR fa LERET f, 并 记 作 


f= imf, a. e. 


习 题 1.3 


L DREEF LEME, AdE ER, AEF, 2 定义 为 
ACE) = ANE), YE EF 
试 证 明 A E > CAWR DEF 是 0 代数 . 
2. Æ mens B. 都 是 多 PWE, epea HAEARN, HH 


KEJ = 21 (E), ZE ç m 
mi 


试 证 明 A E 多 上 的 测度 ， 这 里 多 是 了 代数 ， 
3. 车 (u, 十 一 测度 序列 、p,C8) = 1, À 定义 为 


ME) 一 X) pE), YEEF 


试 证 明 是 # 上 的 测度 且 A= 1 (多 是 5 代数) 
4. 设 Ñ = N = (.2.3....1. F 是 由 号 的 一 切 子 集 所 成 的 类 。 


= 27 。 


E (aa) 是 一 非 负 实数 列 , 止 定义 为 
Ce) = 0 
KCE) = J, on, YENU 


REALES 上 的 测度 (# e 代数 ). 
s. VU; 呈 是 一 不 可 数 集 ,多 是 上 一 切 子 集 所 成 的 # RE WAR 
上 定义 为 
PCE) 一 0， 当 EFE 晟 可 数 集 
区 下 一 +co， 当 E ARTAMA 


kur n R 2 上 的 测度 . 
6. 设 O = N, # 是 NW 的 一 切 于 集 所 组 成 的 o 代数 
ñ 当 上 为 有 限 集 
E= llo, M ENERE 
Ë ALS 39 SEE ? 


1. # Q= N, S 是 N 的 一 基于 斥 所 成 的 0? Ai E 4 2 , 
UE) 一 +o. À JE 2 WJHE? 
s. 设 (Q, F, u) WEZA, E.) 是 S 中 的 序列 ， 对 某 一 =, 
„(E jc, VEBH 
pi limint E, j limint E) 
[SUA (1.1.5b}] 
#4、 利用 式 0.1.59) 的 记号 ,证 明 当 KUB。J)<+eo 时 
limsup WE, jap limsup Ep) 
HAAHR a UE, = to 时 * 不 等 式 不 成 立 。 
10. 设 (0, F, n) 为 独 度 空间 ， 令 
z = (EC Q € # |u( E) = 0) 
? 是 否 为 代数 ? ERO Eer, Fe S, MA ENFES; (D # 
(E,y 是 定 中 的 序列 ,那么 JE >. 
11. 设 《9, F, pj 为 测度 空间 ， 是 如 题 1.3, 10 中 定义 的 集 
类 ,并 设 
F’ a {EUZIE EB, v€ Z) 
W F 是 gz 代数 , 且 称 为 # 的 完备 化 (关于 u) É) o 5358. 


=. 4B . 


i2. 应 用 习题 1.3:11 的 记号 ,在 到 i oE XEL EL 
p'(E Uz) = pCE) 
其 中 EEF, e>, WERA a ET LIWE, CEF 上 与 + 重合， 
上 称 为 上 的 完备 化 :或 完备 测度 . 


14 积 分 


AE ”在 未 节 我 们 首先 引进 非 负 简单 可 测 函 数 
的 积分 然后 讨论 任意 非 真 广 浆 实 值 可 测 孙 数 的 各 
分 。 在 本 节 中 ， 我 们 还 导出 了 今后 常常 要 用 到 的 单 
调 收 剖 定理 及 其 重要 推论 ， 


可 测 组 数 和 测度 概念 的 引进 为 讨论 积分 准备 了 和 条件， 在 
本 节 我 们 首先 引进 非 负 简单 可 测 图 数 的 积分 ， 然 后 讨论 任意 
非 负 广 允 实 值 可 测 函 煞 的 积分 .。 为 此 我 们 引进 如 下 一 些 记 
=: 

以 下 的 讨论 都 是 在 给 定 的 测度 空间 (Q, F p 上 进 
行 的 。 我 们 用 M = M(Q, FO #7 D 3 Riwan 
fk, Mt = M*(Q, F) 38 O SJ R 6ÜBT 45 IATA. 

我 们 先 讨 论 M* hR SS T z PUJ. AAAA 
9 R RHAN, CEST: 

定义 141 只 妈 吝 限 个 卖 数 值 的 函数 ， 称 为 简单 函数 。 

篇 单 可 测 函 数 可 表示 为 下 列 形式 ; 

p = X os C1.4.1) 


dl 
其 中 a € R, Xz 表示 E; HER S, Eje F, 在 中 的 式 
(1.4.1) 表达 式 中 存在 唯一 的 标准 表达 式 。 在 标准 表达 式 中 
Ei 是 不 相交 集合 ， a 是 不 同 的 实数 。 显然 ， 如 果 Jp 5 G, 


. +Š 


是 站 个 不 同 的 值 , 令 E;= {0€ Q | p (oe) = aj}, 那么 E; 不 相 
ZA U E; = o. 
i=] 


当然 ， 如 果 我 们 不 要 求 a; 不 相同 ,Ei REA, MARA 
函数 作为 示 尾 库 数 的 线性 组 合 , 有 许多 表示 式 ， 

定义 1.4.2 若 中 是 简单 阔 SK. Qc Me 多 7 NA 
C1.4.1) 是 的 标准 表达 式 ， 于 是 外 关于 4 的 积分 定义 为 一 个 
广义 实数 


5 ai (Ë i) 


im=1 


记 作 
| pdu = X; asin) (1.4.2) 


ERRA (1.4.2) RRMA sE 4 SE 3EDJ + oot 3 , BD 
0(+oo)=0, ARRIAGA pe M+ 时 wm 是 非 负 实数 ,因此 
不 可 能 出 现 ( 十 ce) 一 (十 ce) 这 种 不 确定 的 运算 ， 因 此 这 样 的 
定义 是 合理 的 ,完全 确定 的 。 

下 面 讨论 积分 的 基本 和 性质 : 

引 理 1.41 (1) ETAS ENTRAR, H p, de 
M1(Q,5F ), c 之 0， 那么 


| cpdn = ç | pda 


| Co + Adu = | pån + | oda (1.4.3) 
ORE EATE STE 
(E) 一 | oxsdu, YE EF 
BAET LUME. 
证 明 O ce 一 0， 那么 ¿o= 0， 引 理 中 的 等 式 成 立 ， 
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Eci, PA cpe M+， 其 标准 表达 式 为 


£ p = 5 caiž aj 


iat 


[因为 ?的 标准 表达 式 为 式 41.4.1]。 


| eper 一 > cai (E ;) 
i=l 


_ > ai (E i) = ef pdy 


ii 


设 9 和 由 的 标准 表达 式 分 别 为 


g 一 >; aKa $ó = >` bik 
然后 把 p 十 由 作为 不 相交 集 EN F, OREA RAIER HE 
合 , 它 不 一 定 是 标准 表达 式 。 因 为 此 时 a + b, 不 一 定 不 同 . 
设 cas hm ly ttt, po 表示 {a;i +h: p= l;t ns k = 
ls***, m} 中 ?个 不 同和 的 值 ; 
要 让 十 册 十 一 号 为 
这 样 
a (Gp 一 >: a (E; FL 


这 里 (R) 表示 使 得 ai + b= c, 的 那些 j ES 1. AEP 
由 的 标准 表达 式 为 
, 
p + b = D) ko, 
Åm 1 


HHE 1.4.1 


F F 
| (q + dp = D) ¿an (G) = >) >) cinCEN FO 
&=1 I (à) 


= 


. 31 a 


一 > > Ca; + b,)a (E; F.) 


== > 5 【ai + bpa (E, í; F,) 


j=l =l 


一 5 = aja (EN Fa) 


j=] ke1 


十 >; 21 yn (E n Fa) 


imi #=1 


因为 


imi kmi 


所 以 


s (E ;) = 5 CEN Fa) 


BFO = 2] pCEIN F 
img 
利用 求 和 号 交换 得 


Í Cp + p)dpa 
一 >) om 人 (ED 二 bre (Fa) 


= | pdz + | odn 


29 TUEN), 4 


prs— D aXE;NE 
了 相生 


利用 我 们 已 经 证 明 的 结论 ,可 得 
Ho 


A 


CEY -j pK du = X) as | zanadn 
jwi 


一 J ainCBif\ E} 
i=i 


HEHE 1.3 的 1, 2 可知 aE) 是 多 上 的 测度 。 i 

设 刀 为 某 一 有 限 区 间 ， 于 是 简单 函数 p (q é M 的 积 

分 可 似 用 有 限 个 “ 算 形 "的 面积 和 来 表示 ， (抽象 积分 不 一 定 
是 面积 , 世 用 面积 来 作 解 释 可 以 帮助 理解 ,如 图 1.4.1 所 示 》 


图 1.4.1 HEATA RER RAR A 


XPE JETA AA R 了 的 积分 ,就 可 以 用 小 于 或 等 于 了 的 
Ps pÉ M+ 的 积分 的 上 确 界 来 定义 ,如 图 1.4.2 所 : 示 ， 


Fi 


Pı 


ET a a 


me ee ee er e o 


现在 我 们 引进 Mt 中 任意 函数 的 积 和 分， 把 它 定 立 为 中 的 积分 
的 于 确 界 ，y =< J, 注意 这 里 并 不 讲求 积分 值 有 限 。 

EX 143 # fe Mt(Q, .多 )， 了 关于 产 的 积分 定义 
为 


f jda = sun | pdn 
rT 
这 里 pe M+ 表示 简单 函数 ， 上 确 界 在 满足 (Lpa) 


的 范围 内 取信 。 若 Fe M+, BeF, 那么 eM FÈ 
于 下 在 妞 上 的 积分 定 习 为 


| t= | zas (1.4.4) 
现在 证 明 积分 的 单调 性 . 
引 { 理 1.4.2 c1) 车 ff 和 ge MCA, F) 且 了 sg， 那 
Z, 
Í fdp = | gdp (1.4.5) 
(2) # je Mt(O, F), E, Fe S” H ECP, 那么 
|, tin < | jän | 
证 明 (1) É ge Mt, O 是 简单 函数 ,那么 当 f < z 
时 


sup Í Pdr =< sup | pan 
bps depen 


因此 式 (1.4.5) 成 立 . 

G) 因为 fk a == fXp， 利用 本 引 理 (1) 得 证 ， ' 

下 面 介 绍 B. Levy 引进 的 重要 结果 一 一 单调 收 钱 定理 . 
这 个 定理 是 研究 抽象 Lebesgue 积分 收 敏 性 的 关键 。 

定理 1.4-.1( 单 调 收 伍 定 理 ) F (J 是 M+t(Q, 5 ) 中 
的 单调 增 序列 。 户 一 j《 当 n— co)， 那 么 
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[z = lim Í da (1.4.6) 


证 明 首先 根据 推论 1.2.2, A EM, 因为 ; < 
a| 之 1f， 由 引 理 14.2 (1348 


{fap < | inda < | a= 12. 
所 以 有 
tim [jadu < | jan 


为 了 建立 反 向 不 等 式 , 设 = 是 满足 下 式 的 实数 ，0<s 二 
l, HAr RRNA WE 0< < f. e 
A= [oE Q: fala) > aple)? 
因此 
AEF, ACA B. Q = UA, 
由 引 理 1.4.2 可 知 f 
f, our < [tan < Í jda AT) 


因为 (4.1 是 单调 增 序列 ，U 4, 一 O, 根据 引 理 14.12) 
8513 1.3.2 (D) 


fo 
所 以 对 于 式 (1.4.7) 两 边 取 极 限 得 。 
a pdu < lim|f.dn 
因为 上 式 对 于 0 < a < 1 均 成 立 , 因 此 
[pdn =< imf jdp 
LAA PERE 0 = p 所 了 f 的 尾 意 可 浏 简单 函数 ,因此 
ja, — sup [odn < tim [fa 
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把 师 个 不 等 式 组 合 起 来 ,我 们 便 得 到 了 式 (1.4.6). 和 
注意 ; ”这 里 我 们 并 没有 假定 式 (1.4.6) 两 边 有 限 。 显然 


[hdn 是 单调 增 序列 , 它 在 页 中 总 是 有 极限 的 ,但 在 R 中 就 不 
一 定 了 。 
下 面 给 出 单调 收敛 定理 的 一 些 推论 : 
推论 1.4.1 (1) # fe MT, c 2 0, 那么 efe MT H 
fotas -ç (fdu 
(2) # f, ré Mt, 那么 了 二 g€ Mt, R. 
ja + Dda — jas + ean 


证 明 G) 车 cc。 一 0， 结论 显然 成 立 . Ë ¿> 6, o, € 
M + 是 单调 增 简单 前 数 列 , 在 日 上 收 笋 于 (参见 引 理 1.2.5). 
WA icp.) 也 是 一 单调 增 简 单 叹 数列 , 收 和 化 于 sf。 应 用 引 
理 1.4.1(1) 和 单调 收敛 定理 得 


| cidg ~ lim ewan 


- elim lesda 
一 |fan 
(2) Æ {qg,}，{ 中 .是 两 个 单调 增 简单 洲 数 列 , 分 别 收 


& TIR e, 那么 to, to 也 十 一 单调 增 序列 并 收 艇 于 
I+ g. 利用 引 理 1.4.1C13 和 单调 收 伍 定理 可 得 


[G + Ddu ~ limf Cp, + oan 
=_ m| wsde + im | budp 
一 jidu + feda | E 
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下 面 是 单调 收效 定理 的 推论 (Fatou 引 理 ), 它 在 应 用 中 
与 单调 收 敏 定 理 同 样 重要 ， 
引 理 1.4.3 (Faton 引 理 ) 车 {1.} 是 Mt 中 的 序列 , 那 
Á 
jem inf f,)da = lim inf (pan I (1.4.8> 


证 明 设 En =inf [fms fatis’ ` -ATEL Ea Salas mEn, 
由 积分 的 单调 性 ,有 


fends =< |rar， xm =< n 
因此 
{ave == lim it 人 ff. da 


因为 {gm} 是 单调 增 序列 ， 且 gm — lm inf fas 
H 58 R aE EB nj 5 


j (Tm ipf f )d | == im froin 
< minf fan i 


EJE PHASE f, 之 0 REY, Fatou 引 理 也 可 能 

不 成 立 。 
推论 1.42 若 fe M+，1 是 定 文 在 多 kita 数 : 
(E) — È fdu (1.4.9) 


那么 1 是 测度 . 
证 明 因为 ff 0, 因此 iCEY} > 0, 车 E = Q, 
fz= 0, MU ACS) 一 0， 为 了 证 明和 的 可 列 可 如 性 ， 设 


{Eo 小 是 名 中 不 相交 的 序列 , 且 U E.m E. + 


+» 317 "` 


f. = > LER 
由 推论 1.4.1(2) 可 知 
ap 一 之 | jaan 一 $] (EO) 


kei 


因为 f 是 M+ pR HES] fe iYi H 36 suk gk yz ga 
可 得 


AE) — [ian 一 tm|fan 一 > XED B 
Mie .43 假设 fe M+， 当 且 仅 当 了 一 0，a， e. 时 
an 一 (1.4.10) 
证 明 若 式 (1.4.10) 成 立 , 令 
E.— {oe o; fw) > L| 
+E 


t> 二 za。 


”由 此 得 


0 一 [ ida > aE) 
于 是 有 mwCE.) = 0; 因为 


(e€ Q, fa) > 0) — Ú z. 


x Maed: IGO) > 0) < Di (E) = 9 
因此 
flo = 0, a. €, 


. 3f + 


反之 ,车 jitw) == O, a. e, He 

E — {ot Q. (o) > 0} 
则 (E) — 0. $ f,= sak | 可 得 f =< lim inf f, 由 Fatou 
引 理 ,有 


0 = | fda =< lim int| jaz 一 ü | | 


推论 1.44 假定 fe M+, 是 由 式 (.4.9) 定义 的 集 函 
数 , 那 么 若 BE 多 ，pCE) 一 0 可 推出 E) 一 0。 我 们 称 
1 关于 绝对 连续 ,并 记 作 1⁄< a. 

证 明 # a (E) = 0, 平王 E 5, 那么 FX: = D, a. eë. 
由 推论 1.4.3 可 得 


E= f fXsdn = 0 i 


MERMERE A RJL FAA, AR e 
仍然 成 立 . 

Eit 1.4.5 if 是 M + 中 的 单调 增 序 列 ，limf, 一 
fa es WA 


| fdn ~ lim (fda 


证 明 设 NEF H aN)=0, f, E M — Q — N E 
MARAT f. WA fatu — IXu HUP SMK Soap El 


Í Xudu = tmf f Xuda 


因为 ECN} = 0, 因此 Xn = 0, a.ë.y 了 — 0, ae... ` 
HEW 1.4.3 得 


{jxwda = 0, | fxwdn = 0 
由 于 了 一 fs + Ix, fp faKat f Xn IER 
| fdu = ) jxudp 一 iim | Ida — im| fida N 
PETEN 


推论 14.6 设 (a) 是 M+ 中 一 序列 ,那么 
[= z.) sn 一 > (| edn) 


证 明 令 /一 6 +: +a f 是 单调 增 序列 ,利用 
单调 收敛 定理 ,推论 得 证 。， E 


3 题 14 


1. W 2 e MY(0, F) o RARA, ERA FAMER (HIER 
ERAAN 
p= >; 总 


k-i 


其 中 še R, E e #_ JEHH 
| pdn = > bunt Es) 


z. 证 明 简 单 函数 的 和 ,简单 尔 数 与 数 相 车 ， 简 单 函 数 之 积 都 是 简 
AAR., AAE, Ha, F) HAREA Ma, F) 的 一 个 
RETAN. 

3. $p Mo 都 是 M(O, S) Hiya, UEBA 

@# = Eap{ 名 5 Pih, 7e intíp,, H} 
也 都 是 a, F) PRRP, 

4. É Ié MT, H C>0, PA pem Cg 是 {pE Mtipa) 到 
{te Mt, 的 一 一 对 应 ， 利 有 这 一 关系 证 有 明 推 论 1.4.1C1). 

5. $ Q= N, F 是 NW 一 切 于 集 所 成 的 5 代数 EEF, P(B)= E 
中 自然 数 个 数 , 设 了 是 N 上 的 非 负 邱 数 ,证 明 FE Mt(o, 2), H. 

fitu = Dn) 


s. ik o — R, # — 2, 4 是 全 上 的 Lebcsgue 测度 ， 令 f => 
Ya, MLI, EDRR, h= tann BRITER 
ERAR SL L. f KERHAM, B 


fra 十 om 


r 0 * 


试问 能 可 应 用 单调 收获 定 二 ? 
7. 设 0 一 R, F=, XJ 2 E0J Lebergue 测度 。 令 1, 一 


L was IEH (Y BAREA, >F 一 9， 但 是 


0- fraxiim fiaa = 十 oo 
因此 ,对 于 M+ 的 递 碱 序列 并 没有 相应 的 单调 收敛 定理 . 
8 + h = Eus f = 0. EA Gi) #, BIRATI CG) 
[iati] fd2， 为 什么 这 个 事实 与 单调 收敛 定理 不 矛盾 ? BEER 


是 由 应 用 Pateu 引 理 ? 
a) + gs sJ. s= 0, HEH 


Jadas lim 人 
i 是 否 狐 色 收 徊 到 哺 能 否 在 本 题 中 应 用 单调 政 北 定理? ”能 否 应 用 
Fatou 引 理 ? 
s. ËL (9, Sr, u) EARME SH, U) 是 Mta, F) 中 的 可 
MLAK, f 均匀 收 化 于 于 证 明 
(1) 1E MHD, F); 


(2) a tim | se 


10. i Q= [s.5] 是 一 有 限 闭 区 间 。， 多 是 总 中 Borl MARAI 
X, À Je #8 E Lebesgue ME., 3 y 是 9 上 非 负 连 续 冰 数 ,证 明 


ja = [aya 


f rhagstii jk p Riemann 积分 . 《提示 : 先 对 非 负 阶梯 函数 证 明 
有 上 式 成 立 , 区 间 示 性 函数 的 线性 组 合 称 为 阶 樟 函 教 ) 

11. i$ a= (0. + co), a W Q BJ Bored FEREZ, AH 
题 1.3. 11 完备 化 。 和 4 是 g E Lebesgue 测度 。 3 r k: o FaAEfA PE 22: 
函数 ,证 朋 


. 4l» 


b 
la- lim iEx dx 
bm 


若 r ERSA, MERA Lebesgue 积分 与 Ricmann 积分 重 
合 . 
12. # 1 EMM+[D, FJ H 


| fdF< + co 


证 明 poen, Ka)= + oo 一 0。 GER: Q E, = (e€ pj(a)2> 
s], BA aza £i) 
13. # fe Mt(0, F), B. 


Í jipe +o 


令 N= 忆 Eatf(o)> 叶 ,证 明 N 是 4 有 限 集 ( 即 存在 一 个 # 中 的 序 
DF} NC UFa, H K F,)< + co, 
14. # leM, ZY. R. 


| fine + oo 
证 明 对 任何 s>0。 存 在 EEF 使 得 Eeto, H 
J iuel, jip + ë 
15. iZ (FC MCO, F), fafs H 
f jan = lim |< +o 
证 明 
| rm = lim |, na, YEEF 
16. ER Re 
lim f f. du< + o 


被 破坏 时 ,习题 1.4. 15 的 结论 可 能 不 成 立 ， 


15 n WN AR 


提要 本 节 讨 论 一 盘 可 测 函 数 的 积分 ， 并 证 明 
. 4 . 


积分 论 中 的 又 一 著名 定理 一 一 控制 收效 定理 。 本 贡 
后 半 部 分 讨论 积分 导 下 取 杠 限 的 条 件 。 


在 14 节 中 ,我们 定义 了 非 负 可 调 函 数 的 积分 ,这 种 积分 
可 以 等 于 十 ee。 在 本 节 我 们 将 讨论 能 天正 值 和 和 负 值 的 一 般 可 
铀 兰 数 的 积分 ,而 且 要 求 函 数 的 积分 等 于 一 分 有 限 数 ， 

定义 1.5.1 UAR F AER f+, 负 部 广 的 积分 (关于 
e) AA R, MER f ER, f 关于 5 的 积分 定义 为 


Í fdu 一 | f+dp 一 (Faa (15) 
E Ece r, ww 
|, fdg = j fta— | fda 
9 EF 可 测 的 可 积 范 数 的 全 体 组 成 — L, F, nj. 
盟 然 了 的 积分 定义 为 正 部 f+ 积分 与 外 部 三 积分 之 差 ， 


REZAD: WÈ f< f, 一， 访 和 记者 是 非 负 可 测 函 
数 * 且 都 具有 有 限 积分 ,那么 


| tau = [fidu — | fadu 
事实 上 , 因为 jt j = h — a 于 是 ft +h =f 
+ fl。 利用 推论 L44302), 可 得 


| Friu + | as = [ras + | Fag 
由 于 上 述 四 项 都 是 有 限 的 , 因此 | 
| 1am — | a — È ras — | Fidu — tas. 


ü (Q, ) Bulliz2s al, 1 是 定义 在 多 上 的 广义 实 
值 集 函数 ,如 果 1 满足 如 下 条 件 : 
(1) aca) = 0; 


. 4j: 


(2) 除 有 限 值 外 ,在 士 e 二 值 中 至 多 只 能 取 一 个 什 ; 
(3) RATA IME: 当 IE.) 是 .多 中 的 不 相交 的 集 
时 ,有 


1 ( U E.) = X E) 
则 称 2 E l, F) 上 一 个 广义 测度 . 
A Wp 5 p (GQ, F) 上 的 两 个 测度 ,其 中 至 少 有 
一 个 是 有 限 测 度 , 于 是 
A) = PLA) — PLA) AE F 
R (a, F) 上 的 广义 测度 . 
引 理 1.5.1 若 i EL ,1 是 定义 在 多 LOLEK 


KE) 一 |, fdp (1.5.2) 

则 1 EF LO AME. I 

证 明 办 为 f+ 和 fe M+， 根据 推论 1.4.1 h Ft w 
的 集 商 数 ; | 

1E) 一 | ftda CE) 一 [ra 

EF 上 的 测度 。 又 因为 f e L, 1t(E) 和 Z (E) 均 有 限 . 
故 4 一 4+ 27 是 广 文 测度 ， i 

由 式 (1.5. 2) 定 义 的 集 函 数 也 称 为 fF X++ u 的 天 定 积分 . 

由 于 2 是 广义 测度 , 若 IE.) 是 -多 中 的 不 相交 序列 ,是 

U E, = E, 


那么 


|, tin= 5 fån 


e=] "En 


这 一 式 于 表明 ,上 中 函数 的 不 定 积分 是 可 列 可 加 的 ， 


a 44. 


个 面 的 结果 有 时 称 为 Lebesgue 积分 的 绝对 可 积 性 。 
定理 1.5.1 mA j Lebesgue RIRI ER 
性 是 | Lebesgue 可 积 。 此 时 


| fen| 和 len (1.5.3) 


“证明 由 f Lebesgue 可 积 的 定义 知 : J EL<>f+， 
F" M+ 且 移 有 有 限 积分 . 
因为 


[ft ft tf E A ba 
上 一 0 
利用 引 理 1.4.2(1) 和 推论 1.4.1 (2) 得 


中 fan| 一 | fas — | fdal 
< | fant | ra = [fia I 
推论 1.5.1 Æ KE|SdPpE 3, £ 是 可 积 图 数 且 
| 六 =< jel 
MA FEER, H 
[fa < | lelan 


证 明 由 引 理 1.4.2 (1) 及 定理 1.5.1 可 证 。 I 

现在 我 们 证 明 积 分 在 工 上 是 线性 的 , 即 

定理 1.5.2 若 fe L,s 为 某 常数 ,那么 efe L, f + 
gë L, HA 


fafap =a [tan 
Í (f 十 gd 一 j fa +Í gdm 
证 明 E cm0, W zf = 0， 因 此 


TT vamer a ee aa Q. ¿2 aa pie e 


Sajdu = ü 一 T fdu 
Z a > 0, WA Caf)t = aft, (fy = af", Kit 
| rf ga = j aftda 一 | af du 
=. fí ftda 一 | fa) =a Í fdp 
对 于 act, oji ERA, 

Æ f, ge L, MJ |#|,lzl é L. 因为 |f + z| < !#| + 
1g1， 由 推论 1.4.1 和 1.5.1 TAi + ge L, 汐 了 建立 我 们 所 
要 证 明 的 关系 式 , 若 起 | 

f + z = (#* + zt) — (f + z") 
AA F +e 和 F + z 都 是 非 负 可 积 函数 , 由 定义 1.5.1 
得 . 
| (f + s)da = Í (f* + rr)da 
一 | (f + z')dn 
利用 推论 1.4.1 (2), 并 重新 排列 这 些 项 得 到 
| G odda (far (fart È zas 


一 | du = | jan + | gan š 
下 面 给 出 关于 可 积 函 数 最 重要 的 收敛 定理 。 
定理 1.5.3 (Lebesgue OMEA EE) 设 {f,} 是 一 
可 积 函 数列 , 它 几 平 处 处 收 伍 于 实 值 可 测 函 数 f. 加 果 存 在 可 
RAR g, 使 得 lfl = z, M s, 那么 了 必定 可 积 且 
Í fdu = m | f. du C1.5.4) 
证 明 在 党 测 集 和 NN 上 重新 定义 1f, 和 ,在 0 一 N kE. 
fn f 按 原 定义 ,那么 
a 46. 


f.— 1, tw € [a 
由 推论 1.5.1 可 知 f zJ, HT g + f, 2 0, Hi Fatou 
SEREM 1.5.2 可 得 


| gan + | tdn — È G + odn 


< lim inf | (ç + fada 
一 En inf (| gdp + j fdn) 
_ [zan + üm inff Fedu 
因为 | z 有 限 ,所 以 
[jan < lim inf fear (1.5.5) 
XAJ z— f, 2 0, 再 利用 Fatou 引 理 可 得 
| edu — | tdn = |G — Pdu < tim intfCe — Oda 
~ (edu — um sur] fudp 


由 {aan 有 限 ,可 得 


lim sup| f.dz <| fdu (1.5.5) 
于 是 由 式 (1.5.52 和 (1.5.6) 得 
| fdp 一 lim | fdp | 


从 这 里 开始 ,如 果 不 加 说 明 , 我 们 都 假定 了 是 Q < [a ,b1 
到 中 的 函数 。 对 于 每 一 个 rela, b), f(a, r) 是 可 测 荡 数 . 

在 许多 应 用 问题 中 , 需要 考虑 被 积 纹 数 含 参数 的 情 现 . 作 
为 Lebesgue 控制 收 伍 定 理 的 推论 我 们 有 : 

推论 1.5.2 车 对 于 ne [ay b], 有 


* 47 . 


Ka, h) = limf (wst), yog 0 (1.5.7) 


且 存 在 可 积 函 数 上 使 和 
[fn s £ 
那么 
Í fla, 1)dp = tm | f Cw)0n 

证 明 设 {n} E [a.s] 中 的 一 个 实数 序 州 ， #6 一 a, E 
X Flo) m= losn) Yoc O., Æ {f} LEH Lebesgue 控 
EAEE, 可 得 所 需 靖 论 . Ea i 

推论 15.3 # f, D 关于 上 是 连续 函数 ,在 9 上 存在 
可 积 函 数 g& 使 得 Fn] < z. FGO 定义 为 


FG) 一 Í jo dn (1.5.8) 
那么 FGO 是 leb] 上 的 连续 函数 ， 
wA HHW 1.5.2 JAER, E 


”推论 1.5.4 假定 对 某 一 nela 5] 有 flos n) 关于 4 
可 积 。 还 假定 8f/6s 在 0 x [leb] 上 存在 ,生存 在 一 可 积 
函数 z, 使 得 

gf co 
| IL Cass) 
那么 由 式 (1.5.8) 定 义 的 FC) 在 fa,5] LFR, R. 


证 明 设 elab] 的 任意 点 , {1,}Clasbl, 1。 将 上 R 
r, WA 
a Cost) = lim ata) — fos) =s , Yoe 
由 此 可 知 Əf/3: 是 品 上 的 可 测 函 数 。 
车 对 we gre [lab] 应 用 中 值 定量 ， 存 在 a< < 


` 4H a 


= glo) 


使 得 
Ho 人 一 He 一 (人 一同 aL loss) 


由 此 得 
lH Dl < | 大 os 的) + | — late) 
因为 fwsym) ,gCw》 均 可 积 ,因此 feon 可 积 。 
若 z, >e z, Hi 
FG) — FO. Í Hwa) — Crot) q, 


L — t L — it 
中 的 补 积 函数 被 可 积 函 数 & 控制 , 即 
| Ke 一 Ces) | < gla) 


+: 
利用 控制 站 伍 定 理 , 就 可 得 到 所 需 的 结论 。 f ; 
推论 1.5.5 在 推论 1.5.3 的 假设 下 


| roya = [È feddu] as 
-jena a 


这 里 关于 + 的 积分 | 是 Riemann 意义 下 的 积分 ， 


证 明 对 于 Riemann Ro, EPE [oy5】 上 的 连续 函 
数 , 那么 


-4 f PLN = pkt), a == t = b 
dr . 
BEEE QO x [a,5]) 上 的 函数 ， 
Alw, 1) = f 下 


因为 Riemann 积分 是 Rieman 和 的 极限 ， 因 此 对 管 一 个 
r€ [asb] AC, t) Æ o BJ Tl bi 2k. 
更 进一步 ,因为 iloi < g(tw)， 因 此 有 


me te ee . 加 


CODIE |Ë fas s)as| 
<| 14o) las 


=< g(a)(b — a) 
因此 ,对 于 每 一 个 re [a,b], Aa, ) ERFA 的 可 积 项 数 . 


H= | hoss)dp 


由 推论 1.5.4 可 知 
dH(r) JACwt) = , 一 
de -| dp [Gede Fe) 
所 以 


Ë Poar = H(b) — H(a) 
_ Í [A(e;5) 一 下 osa)lda 


-endl + 
=n 
Fie ea a 
关于 两 个 积分 都 是 Lebesgue 积分 的 情形 将 在 110 节 
的 Fubini 定理 中 讨论 . 


zJ 题 1.5 


1.# feL(o,Z, p), e>0, ERR (e€ 0:1fCw)1>e} AAR 
测度 ; 集 (e 2:Ko)ss0} 有 口 有 限 测 麻 《 即 为 具有 有 限 测度 入 的 可 
JIRE). | 

2.38 ! 是 F NAR, o) o +a. 证 明 EELCO, Fyn) H 


时 50 >» 


| jape 0 


I.P JEL(D,F n), 2 Æo LAEE, f = z s.e., 证 
BB z€ L(9,# p) E 
ha = f sas 


#. 证 明 著 TELCO, F, u) B. a>0, BARE IARE AA 
p i4 
fi 一 pjdp<ë 
S.E fe L, g 是 有 界 可 测 函 数 ,证 明 其 乘积 fe € L, 
6. Rik i 上 L(50,F ,J&)， 并 由 它 定义 下 列 不 定 积 分 ; 
AC EY = Jaa YE gF 

试 证 明 

O HHEH i(m)>0 sa. 有 时 ACES, AES Z; 

C2) ww RBI W Ku 一 9 ass. BP MEJ = 0, Ec S. 

3 了. 盆 设 hah ELCO, F, my, A, f 2, REH h #fl F, sr E| SJ 53 
积分 。 证 明 当 且 仅 当 C6) = falu) aa. 时 ACE) = ACE), xE 
F, . 

s. #1 E Q LA uE. Ref 和 limf é L( 0, F, u), 那么 了 是 
可 积 的 ,7 的 积分 定义 为 

Jan = f Refjdy + i | mtag 
设 f ERTAS. 证明 z; TRAA AE El 可 积 、 即 


|| tao) < È irian 


[提示 : # fian = re, r, AER, z(a) 一 -ea)] 


$9. 设 {1.} ESTARAS, fai BE nR PS 8 z 使 得 
[talg 证 明 


Te = tim [ran 
10i 4 一 多 是 N 所 有 子 集 所 成 的 灶 ， PEH RNE (HH 


. 5| + 


风 E) = 中 自然 数 个 数 》。 WERS DOL Weskhi, JE 
L(a,# e) R. 


Í = E 


11. 若 {fa} 是 LCF O 中 的 序列 sj HIRAF I H.u( 9)< 
二 9 证 朋 
f tan = lim fisan 
12. EH HA 15,11 0k b TAIE Kae 十 oo 命题 将 不 再 成 立 。 
13. 设 Q -= R. F = By Ía = nN emas 只是 Lebesgue 测度 . 说 
明 在 Lebesgue 控制 收效 定理 巾 halar 是 不 可 缺少 的 条 件 。 
14.38 fs ELLAF u, H 


21 | ila < +o 


kral 


证 明 之 fo) 一 1 aeg H 
fan 一 ftuan 


好 .假设 fs E L(0,F, u), Fates 如 果 lim|/, 一 fdp = 0, 试 
HEH 
| irlan = tim [lfs lor 
16.35 2220, HEH 
Ñ -is 1 
Hd = — 
+ t 


进一步 , 若 e a 20 8B2Z 2 ta e=, AAEM 1.5,12， 
在 积分 号 下 求 导 * 证 明 
W. = #1 


好 ,假设 /是 Əx<[o, 56] A RAANG, HO, w) AIMAR, v 
rels] 并 假设 s, nels, 5], Ko, n) Æa bH RAK, 


起 Com) 存在 , 且 存在 可 积 函 数 z 使 得 


. 52 


Wen] v wen it 


[afre] = [ea yin 


18. Ri Co), W: E RRETARA M osr) AE + 
REIRA SR. toc Q. ELIF Q Eú pUBPR 2 z 和 k, WALC 
Paea HFF] Riemann 积分 有 


t sl 
(oD drea) 


Í lee, dp) ae = Wi i(esryar au 
式 中 关于 : 的 积分 是 Rieman 积分 . | 
19.12 f 2 O P| R ATRA, f. ES r BJ E a eñ SK CE UL 5] H 
1.236). W 1 XF” 可 积 证 有明 


f jan = lim fian 


证 明 


IER 


Kz, 
spfir idac +eo 
证 明 # FIRR, 


16 5 空间 


Banach 空间 


提要 本 节 首 光 引 入 一 般 线 性 空间 上 的 范 数 概 
念 ， 然后 在 证 明 Hilder RFX, $ Minkowski 
RFRZÉ, HA L, 空间 上 的 范 数 。 景 后 证 明 工 ， 
空间 在 范 数 下 完备 以 及 L. 的 完备 性 。 


这 里 先进 述 一 般 线 性 空间 。 


. f. 


设 六 是 一 个 集 ， 假 定 在 六 中 规定 线性 送 算 一 元 素 的 加 
法 运算 以 及 实数 (或 复数 ) 与 中 元 泰 的 习 苇 运算 ， 且 满足 下 
列 条 件 : 

Gi) 站 关 于 加 法 成 兖 搞 群 ， 即 对 任何 z, cé F, WFE 
w EF, 记 作 c — u toe, RÒI eE ne 的 和 , 这 一 运算 有 
以 下 性 质 : 

Gi) u + v= £ + w; 

Gü) Cu + s) + w = u + (e + te); 

Cii) 入 中 在 在 唯一 的 元 素 8《 称 为 零 元 素 ) ,使 得 对 于 任 
何 w € V, 0 -+ w = w BX AT; 

(iv) 对 了 中 任 一 元 素 w， 均 存在 崔 一 元 案 s 使 x+ 
u' = 0, 记 作 ~u, 

(2) 对 任何 «e 以 及 实数 a (或 复数 )， 存在 as € VR 
们 称 ww 是 ”与 之 数 积 。 数 积 运算 具有 如 下 性质: 

Gi) L+ u= g; 

Cii) a( ba) = (ab)s, a,b 是 实数 (或 复数 ); 

Güi) (a + bju = au + bu, alu + ve) = au + av; Htp 
a, b 是 实数 (或 复数 )，wsvE V, IMATRA REZE. ' 

容易 验证 ,测度 空间 (Q, F, p) FJ tk'uj Pai 2k iB 
成 一 个 线性 空间 ， 下 这 个 空间 上 定义 范 数 后 具有 Banach 空 
` 间 结 构 ， 

m 161 设 了 是 一 实 线性 空间 (向 量 空间 )， 站 上 的 实 
PS $ N DER, bH HL N E F 325 Ek, 

(1) N(s)2>2 0, e#€ U; 

(2) 4H r= 0r, NC») —= 0; 

C3) NCar) = jal NCo), ee VAX a; 

(4) N(z + s) < N(s) + N(e), ENF, 

#IPEN WS UE EF(1),03) CH 那么 六 称 为 了 上 的 半 藻 数 
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或 拟 范 数 。 线 性 空间 了 与 六 上 的 范 数 站 组 成 线性 赋 范 空间 。 

例 1 

G) 实数 的 绝对 值 是 只 的 范 数 ; 

Cu) 维 实 向 曝 组 成 的 线性 空间 ,其 范 数 可 以 定 有 为 

N iG "` `x )= al] + + + le] 
NO ta = {mr + ael F pl 
Nelts at) 一 sup sts teslan} 

容易 验证 N. 和 No 都 是 范 N AERE (1), G), 
G). 利用 Minkowski 不等式 可 以 证 明 N, 也 满足 条 件 (4) ， 

Gii) h 是 使 NCG) 一 Elu < 十 oo 的 全 体 无 穷 序列 
“= {Ww} 组 成 的 线性 空间 。 它 在 范 数 N, 下 是 一 个 线性 赋 范 
空间 。 

类 似 地 ,i 是 使 New) = {E ul P < +o, 1 < p< 
十 ee 的 全 体 无 穷 序 列 ç 一 {ws} 组 成 的 线性 空间 。 它 是 在 范 
数 N, 下 的 线性 赋 范 空间 。 

Gy) 定义 在 无 限 集 如 上 的 全 体 实 值 削 数 是 不 能 赋 范 的 . 
然而 9 上 的 全 休 有 界 实 函数 是 可 以 赋 范 的 ,其 范 数 为 

NCJ) = sup[l|íKoe |: w € 91 

特别 地 ，[a,5] ERARA KU bk 2= AE DJ Pt ñt. 

上 面 都 是 钱 性 空间 上 的 范 数 的 例子 ， 下 面 给 出 一些 半 范 
数 《 或 掀 范 数 ? 的 例子 。 

例 2 

O 在 空间 R* 上 ,考虑 半 范 数 : 

一 sup{ [wa| lnl} 

这 里 当 且 仅 当 s=, = -m u, = ORT, N (z) — 0, 但 “æi, 

CH) [0,1] 上 的 全 体 连 续 函 数组 成 线性 空间 C[0,1], 定 
X 30638 
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NEH) = 25 FEI 
这 里 当 且 仅 当 f(z) 在 闭 区 wfo | Sem ND=0. 


Ciii》[Lo,5] 到 及 的 具有 连续 导 阱 数 的 通 数 组 成 一 线性 空 
Bj, 了 的 半 范 数 定义 为 
N JD — sup. IFC) 


当 且 权 当 了 在 [oe,&8] HORA NCF) = 6. 
定义 1.6.2 设 (0, F p) 是 测度 空间 ， fe LCD, F ， 
a) WX 


NKO = Ulan 
AERAN DE LO, F ,nw) 上 的 半 范 数 。 
引 理 1.6.1 定义 下 列 运算 ; 
Cf gw) == fo) + gloa) YhaéL 
| (Cam) alka), HEL 
LO, F u) 关于 这 些 运算 是 一 个 线性 空间 。，N.(f) 是 半 范 
PoR fe) 一 0 ae. 时 N.C) = 0, 
证 明 ”由 定理 1.5.2 可 知 L(9, F ,jp) 是 线性 空间 。 显 
RA N.G) 20, f€ L. 
N Kaf) — fiafldn = lalliflap = lal NKP 
利用 三 角 不 等 式 得 


NQ + = [r+ elde < |C + 1el)dn 


— [ias + |lgldu = NAD + N.O 


BE N, Æ LERES. 由 推论 1.4.3 可 得 : s R 
当 Ho) = 0, a.s. HJ, N.C fD) — 0, E" 


如 果 把 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 同一 函数 ， 即 我 们 
用 函数 等 价 类 代替 函数 ,那么 和 NA) ER, LO, F, a) 
基线 性 旧 范 空间 , 抬 这 个 意思 写成 严格 的 定义 形式 : 
定义 1.6.3 若 工 一 工 (多 ，#r) 中 的 两 个 函数 几乎 处 
处 相等 , 则 称 它 们 关于 《ez) 等 价 。 [ 力 表 示 工 中 所 有 与 了 等 价 
HAR. 志 中 的 一 切 等 价 类 组 成 的 空间 记 作 Li 一 L (Q, 
Fa) 车 [站 上 工 ， 定 义 范 数 


Im 一 lan (1.6.1) 


定理 1.6.1 LI(D, 7 , s) 是 线性 赋 范 空间 . 
证 明 我 们 认为 在 L, 中 已 经 定义 了 下 列 运 算 : 
alf] = [ef], [F] + [g] = {f+ g] 
上 :中 的 零 元 素 是 [0]， 现 在 我 们 只 需 验 证 式 《1.6.1》 定义 了 
L ER. W IH, 20, A IH[61k=6, 
车 HIM = 0, WA 


| lan = 0 


因此 Ca) 0, as, FE [有 一 [01]， AREY IEN 请 
足 定义 1.6.1 的 条 件 (3) 和 (4), BTDL | E 工 | 上 的 范 数 。 d 
我 们 应 该 记 住 工 , 是 以 寺中 等 价 类 作为 元 球 的 , 记 住 了 这 
一 点 ;我们 把 Ah 记 作 M 
定义 144 若 IS < +°, L, > L X0,5” p) = 
含 了 使 得 


| aaa < 十 oo (1.6-2) 


AORAR r RA RAIER, 两 个 函数 等 价 意思 指 两 个 函 
数 几 乎 处 处 相等 。 定 立 


lity = {fif iraa (1.6.3) 
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当 p 1585, L, BEA L BD HSE. 

下 面 我 们 将 证 明 当 L< p < 十 oo 时 ,二 在 式 (1.6.3) 定 义 
的 范 数 下 是 完备 的 线性 赋 范 空间 ， 因 此 L, 是 Banach 空间 。 

为 了 证 明 由 式 (16.3) 定 义 的 画 数 确实 是 范 数 ， 我 们 先 证 
明 下 列 基本 不 等 式 ， 

定理 1.6.2 (Hilder 不 等 式 ) 若 Feel, gELp 这 里 


p>1 且 (二 + 十) 一 1， 那么 Fee Lo E 


lfell, =< Allele 
证 明 设 “ 是 实数 ,0 < a < 1, p REIE X E10, + oo) E 
的 函数 
pio = az — t° 
容易 验证 : 当 0< <1 hf, @' G < 0, 35 > 1 时 
pt > 0 
由 中 值 定理 可 知 pt 法 gph ABAH =l 时 
FD = p(1)。 所 以 
roti+ O ah Yi 
E s> 0, 22 0, $ ;/= a/b 可 得 
ao6 = aa + (1 — a) 
当 且 仅 当 sb 时 等 号 成 立 ， 


之 和 了 满足 < 过 1 且 rti. 取 = — 1/p, SA, 
B 为 任何 非 贷 实数 Ca x 那么 


Ap < A ;. + (1.6.4) 


当 且 仅 当 4? 一 B+ 时 式 (1.6， Ds = Y. | 
假设 f EL,, gL B fe 0, lsh a< 0 Bd, fg 可 
Wm. 令 Amiel B= ioi fielo HRAS 


s $ + 


《1.6.47 得 
licae] Jf)? y gcole 


fli ~ Pif qliel 
因为 右边 的 两 项 均 可 积 , 由 推论 1.5.1 和 定理 1.5.2 可 知 fz 可 


积 。 上 式 网 这 积分 后 得 


jz lil 
el ~ 4 
因此 Halder KERRY. 


Halder 不 等 式 洁 诉 我 们 ， 当 > 1， rt l,j € 


Ly g€ L, 时 ,fg 是 可 积 的 , 
两 个 实数 pp，g, 车 满 足 p > 1, rir 或 等 价 地 


P + q = pa, MUSE pq 是 共 频 指标 。 

当 p= 2 时 ?一 2， 称 为 自 共 辆 指标 。 由 此 可 知 两 个 
L, RP 3k 2 SR u 84: BS, 

定理 16.3{Canchy-Banyakovski-Scehwarz 不 算式 ) 
若 feel, WA fe RE 


|| feda) < feldn < lleh (16.5) 


证 明 这 仅仅 是 Hölde 不 等 式 p 一 2 的 特例 j" 

定理 1.6.4 (Minkowski 不 等 式 ) 若 f 和 hE L, p> 
1; 那 委 f + h€ L, H. 

If + kl, < lfl, + e (1.6.6) 

证 明 z= 1 已 经 证 明 ， 因 此 假定 了 8 之 1. 显然 于 十 下 

可 调 。 因 为 | 
| + AP <S (2supí]fl,lal)y] 
=< Zret |A|?Y 
由 推论 1.5.1 和 定理 1.5.2 TA f + 用 E 工 ,。 更 进一步 
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ft 
< lf + ht hii th C1.6.7) 
因为 1 十 he L HAli + AeL. 又 因为 2 一 (p 一 
1)9, 因 此 |f + hte La 利用 Holder 不 等 式 可 得 


fi ea < IA, (| fada 


| = Hi + A|: 
ACT ras — In TES pi sb El 8 
lf + Aig s II, + Kg + | 大 | + Alg" 
= {fs + HAB YI + Al. 
E 由 十 如, 一 0， 式 41.6.6) 是 平凡 等 式 。 若 til, = 0 不 
等 式 两 边 同 除 l+ A| 得 
Ii + 站 人 < Wil, + WAN, 


因为 请 一 £ = 1, Minkowshi 不 等 式 得 证 。 I 


容易 验证 工 , EHAU IERARH RE C1) 702), 
DR. 利用 Minkowski A of PLUEBB Z tB 08 Et ze x rh 
FRF. 

L, 在 范 数 式 (1.6.3) 下 完备 ,那么 什么 是 完备 呢 ? 

定义 1.6.5 工 , 中 序列 {jf,} R Cauchy #j, 恕 果 对 往 
fj s > 0, 存在 正 整数 Me) 当 mn MCE) hF, ll. — 
. f.l, <=. Æ (fr 是 工 , 中 的 序列 且 fe L 对 任何 8> 
0, 存 在 正 整 数 N), 33 a >> NC) FF, lfs — ill, < =, M 
称 1f 以 范 数 收获 到 工 ， 中 的 元 素 f。 若 线性 赋 范 空间 中 每 
一 个 Cauchy 的 极限 都 属于 本 空间 ， 则 称 该 空间 是 完备 的 . 

BHEE 1.62 车 {fs} 基 一 个 收 伊 于 Le f REA W 
ATHA Cauchy F, | | 

证 明 m,n 2 N(s/2), MA 


. Ü = 


Mí — fulle < s/2, | — fl < e /2 
因此 
lj. Frl S lf, — H, + lf, — fl, =< s 

RE {fa} 为 Cauchy F, T 

现在 我 们 来 证 明 L, 中 的 Cauchy 列 收 伍 到 工 , 中 的 元 
素 ， 这 一 结 寻 有 时 和 丈 为 Riesz_Fischer EA, 

定理 1.6.5( 完 备 性 定理 )] £ 1 < p< +o, ió L, 在 
范 数 


= f ra) 
下 是 线性 赋 范 完备 空间 ( 即 Banach 空间 ). 
证 明 上面 已 经 证 明了 工 ,基线 性 贼 范 空 间 。 为 了 建立 


L, 的 完备 性 ， 设 {1f E L, 中 任 一 Cauchy EF Bit 
g > 0, 存在 Me) 使 得 m,n = Me) 时 


| ifa — Faltan = lfa tls < (1.6.8) 
设 (fJ) 存在 一 个 子 序列 te.) 
lerr 一 gxlle <2 4, REN 
定义 
gCo) = (aul + D lginCo) — go) (1.6.9) 
kal 
gE MtO, F )， 由 Fatou 引 理 可 知 
[las < imilla + D lern zl du 
PAF P 次 方 并 利用 Minkowski 不 等 式 可 得 
ñ Vr r . 二 
{flee} < tmint lels + D lern — al) 
< lgl + 1 
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令 E {ot Qg o) tHo, E € S, (Q — E)= 
0。 因 此 z€ Lp 式 (1.6.9》 中 的 级 数 几 乎 处 处 收 傅 ， 且 
gX=z € L,. 


现在 定义 


j- gw) + > {zo} 一 REDIF `a € E 
0, wak Ë 


因为 igl + Zula —a <= B gj aen AAR 
Macem] f€ L,. 

又 因为 H — s.l = rer, Hh pehli gE E a A lim if 一 
zil, 一 0, 因此 zi € L, 

根据 式 (1.6.8), 对 充分 大 的 有 

[Ita — gil fdp < BF 
利用 Fatou 引 理 , 当 m > Mle) 时 ,可 得 
[ifn firda < himins fn — altda < et 


这 就 证 明了 行 ,} Ei FERE L, 的 元 素 。 E 

完备 线性 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 。 因此 工 , 是 一 
Banach 空间 。 

定义 1.6.6 Lec Le, F, p) 是 几乎 处 处 有 界 的 等 
价 娄 函数 的 集合 。 若 JEL NEF B. nCN) 一 0, 我 们 定 
X 

SN) — sup(|fCo)l) 
县 
fle = inf{SCN):N € 多 CN 一 时 (1.6.10) 
Le 中 的 元 素 称 为 本 质 有 界 函 数 。 
. 6; = 


容易 验证 式 (41610) 定 义 了 范 数 。 

定理 1.6.6 在 式 (1.6.1 中 的 范 数 意义 下 ,上 = 是 完备 的 线 
性 赋 范 空间 ， 

证 明 Pi L. 是 一 线性 空间 且 jifiiw 0, Huls = 0, 
llÜflls 一 al 车 [ls = 0,882 £ N, EF , a (W 2—=0 
使 得 

[fiw) 1/k, o EN 
& N — Ú Ni 32 N é 
k=1 
R. f 
PCN) = 0, |fCo)y] = 0, ste & N 
所 以 Coj = 0 ae. [这 说 明 Ille 满足 定义 1.6.1 的 条 件 
(21. . 
3⁄8 foge Le, TE N.N: € F, H aN) = s(N.,)== 
0, 使 得 
(Co)| < [fles se š& N. 
lela] < llz|le, So & N, 
于 是 |f( a ) + g€o)| & lilet lelle, wo & (N, UN). A 
此 
lf + gla =< fle + igile 
Wa yE X 1.6.1 RPG). 
下 面 证 有 明 L. 的 完备 性 。 设 {j,} 是 L. 中 的 Cauchy 列 ， 
MEF B e(M)=— 0 使 得 
fe oR M, n= lZer 
且 
If. — fn] < lf. — falles Yo M 
nym = sd 


因此 {fo} 在 9-M 上 均匀 收效 , 令 


. g3- 


Emf,(:a), wk M 
IC) = Ío, wE M 
Babul f a ERRE lfe 一 fiw 一 0。 因此 L. 是 完 
备 的 。 "U 
习 题 1.6 


L CLH) 表示 [0,1] 上 连续 函数 组 成 的 线性 空 | 曲 。 定 义 
N (f) = [Kol 
证 明 NCG) 在 CL0,1] 上 是 半 范 数 。 
2. C10,11 定义 如 三 题 1.6，,1 
RE 
证 明和, 是 Cc[9.11 上 的 半 范 数 . 
BX aal 
0 ， 0<z<(a 一 i)a 
f. = (sx + b, ú 一 z) = <+ 
i, besgi 
f 2 
证 明 {fa} 是 一 Cauchy 序列 。 但 在 N, GARRA CL0，11 中 的 元 
*. 
3, 设 N 是 线性 空间 WV 上 的 范 数 , # 定义 如 下 : 
¿d(u s) = N(us — s). XZus,p € V 
BIER a E EWER, 
(1) d(w,e)220, E EVG 
(2) d(w,e) = 0, SHR x = e; 
(3) 4(w,z) = d(e u); 
(4) dm vo) dw) + wey, 
4.8 FELL, F, n), 0>0 FE MANAR o 0843 Hí - 
ph <e, Weer mi L, 空间 ， 对 于 L. 这 一 命题 是 否 成 六? 


. 4» 


5.3 jel, L&pco, E = (me g. i 扰 四)1 沁 站 成 证 明志 是 如 
ARR. 
6.3 ÍEL, E, == (uo € 0: i0) Ia}, ER 4 w—oo 时 En 3—*+ 


7. 设 O = N (LAREO PERME. NERS O 一 
工 ， 试 证 明 eLA fe Le， 这 里 1<Pp<co。 
8.2 Q = N.F 是 ?一 切 了 于 集 所 成 的 类 
(E) = >. EEF 


证 明 Cajete. TEN 上 的 函数 Kom Vm. UEBH3 E 3 < 
per BJ # € L,. 

sit (0,29 n) 是 有 限 测度 空间 。 ÆI WAR, E, = ÇQ € 
Q;(s — DS lfa erh 试 证 朋 当 且 仅 当 


* 


> Es) < + 


时 ， FEL, 


> n'e Ep) < + oo 


时 , FEL, 其 中 igea. 

10. 设 (2,7, u) RARE, fE L, REH FEL, 其 中 
1=r=p. : 
[提示 : 利用 习题 1.6,9 R SSK fi Fr. E rtl, 


再 利用 Halder RER ASi ea Rh i= T — ++ 区 


Wo = 1, WA si 

itl. 设 0 = (0,+ ob), 是正 上 Lebesgue 测度 , 令 f(zy = zr" 
x(1 + |logs| yt, RIERS LRH p == 2 时 于 EL 

12. 设 (0,7, u) 是 测度 空间 ,fj e L, H. fe L,, 这 里 laas 
peto. EATER nsr 有 I< L,. 
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13. 设 fe XQ, F, u). 1pc H s>0. 证 明 存在 E, < Z, 
AKCEeD< 十 名 ， 而 且 Fn E, = 于 Fe 多 ,那么 Merle 
14. 设 f ELCO, F 8), 15 p<co, B, W 2 


EIEI i." 
证 明 [6,02) 一 8s(E)| <l, 一 fo 车 {1.} 是 Ls 中 的 Cauchy Aly 
证 明 对 每 一 个 Ec S, lima,(E) FE. : 


15, 设 大 ,ps 由 习题 t.6,14 给 出 。 车 {F} È Cauchy Fila s>, 
试 证 明 存 在 E, e S, p(E,)< +t 使 得 FD E, = A, FEF E 


Pal FEE, eeN 


18. 设 fa, fa AHM 1.6, 151i. Bik {fa} 是 一 Cauchy PF 
mj, + 8>0， 则 存在 (0)>0 p(E)<56(8), Eé #. 证明 8,(E)< 
s, Vx € N 成 立 ， 

17.38 í € L,, 1&pso H zL. 试 证 明 fg € F, H 

Well, ssl 

18.34 H [224 MO)<+o 时 Lach. Æ u(Q)= 1 H FELn, 

试 证明 


由 本 一 imiti, 
F- 


17 各 种 收敛 关系 


ME pie Lekita, LE RG 
Bh) a, RAURA eta FERDA 
它们 之 间 的 相互 关系 。 这 些 概念 在 第 二 、 EER 
率 论 中 起 着 重要 的 作用 。 本 节 还 证 明了 Riesz, 
Egoroff 和 Vitali 等 人 命名 的 重要 定理 。 


可 测 蚊 数 的 各 种 收 伍 关系 在 控制 论 ， 信 号 处 理 以 及 其 他 ` 
有 关 学 科 的 文献 中 经 党 出现 。 理 解 并 搞 请 各 种 收 伍 狂 之 间 的 


+ fé + 


关系 成 了 学 习 测 度 论 的 重要 课题 之 一 

本 节 我 们 只 考 志 在 已 知 测 度 空 间 (9, .多 ,nw} 上 的 实 可 测 
RRM L, 空间 ，! < p < oo. 当然 在 有 些 实际 应 用 中 还 需 
时 广义 实 可 测 函 数 或 Le 空间 ,这 些 只 要 在 本 节 讨 论 的 基础 上 
作 相 应 的 修正 ,是 不 难 获 得 相应 结果 的 . 

在 前 面 儿 节 中 ， 我 们 已 经 提 到 过 四 种 收 敏 关系 ; 点 点 收 
ŠZ, JU-#sh k r gk, AAA L. rh igk ok, 为 了 讨论 的 
方便 ,这 里 重新 叙述 一 下 这 些 收 化 关系 的 定义 ， | 

可 浏 函数 列 {f。} 均匀 (或 一 致 ) 收 策 于 了 是 指 ， 若 对 e> 
0 存在 自然 数 N(s), 且 当 n>N), e € O 时 有 

| 六 Ca) — Ke) < 

可 测 函 数 到 {f} 点 点 收 敏 于 了 是 指 : Xi s> O oe€ O, 
存在 自然 数 Næ), A5 a Z Nle, w) 时 有 

hC) — Kol <s | 

可 测 函 数列 ay LPA NE: FERMEF, 
px(M) 一 0。 对 于 任何 £ >00, oc O — M, FEARN 
N(s,w) 使 得 在 aNG, a) 时 有 lh il <s. 

TAR JJ ik jk BO 322] A sE J J AA k kas SL E 
Aku k. AAEE dy R 09 dy LL ARAS, (2438, 
ZE RARTERKERHEA, MASAKARA SJUK SR 
是 一 样 的 ; 如 果 测 庆 为 零 的 集 必 为 空 集 。 那 么 几乎 处 处 收 伍 
与 点 点 收 第 是 一 样 的 。 除 了 这 些 特殊 情形 外 ,一 般 地 说 , 逆 命 
题 不 成 立 ) 

这 里 我 们 进一步 考虑 上 一 节 引 进 的 L, 收敛 性 概念 。 工 ， 
是 表示 了 次 可 积 的 等 价 类 ,1 =< p < Ho, 

定义 17.1 L,= L,(0,2 p) PAORA L.) ik ky. 
fe 工 ,， 如 果 对 任 给 的 s > 0， 存 在 自然 数 NGO), $ r 
NGs) 时 
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l. — il — i idut <e, p> 
AERALA AEREA (p RYES k Ok, 


{f.} 称 为 中 的 Cauchy 列 ,如 果 对 任 给 的 8 > 0, # 

在 自然 数 NC(E)， 当 mm 和 > NG) 时 ,有 
; P 
id {| ifn fan} <= 

根据 定理 1.6.3, 若 {f.} 是 L, 中 的 Cauchy 列 ,那么 必 存 
在 je Lp |, 平均 收 化 于 f。 这 是 因为 L, 在 平均 收 化 意义 下 
是 完备 的 . 

L, 在 平均 收 敏 意义 下 完备 , 即 关于 平均 收 敏 的 极限 运算 
封 厅 ， 然 而 在 其 他 极限 意义 下 就 不 一 定 封闭 。 例如 ， 存 在 
UCL, B f, 85900 J, Pa L, 〔( 见 习题 17,2)。 如 果 
uk9) < 十 co ， 这 种 情况 就 不 会 发 生 ， 

定理 17.1 假设 jx(0) < +e, e€ Lp n> 1,2,:--, 
六 SJ3JiR Qk HIA fe L, B. U.) FIKRAT f. 

证 明 rH í, 38 23J0k 28 T F, 因此 对 任 给 。 > 0， 存 在 
N(s), H s= NC) 时 

lfe —# <s, YY o€ Q 
+ |l. — I < sr, | 一 开户 次 可 积 且 


I. = H= Í| i. — ral (12.1) 
< ff eran} — sa 


AH f. FiF h H fe Lp š 
Ea, h e(O) < 十 oo， hE L, n= l2’ Ë í, 
ARAF f, BZ J — ERF Le Rii WE (Q) < co 
再 加 上 看 在 g€ 工 ;, 使 得 
Ik] =< zg, "< Q, n€ N 


中 ái » 


那么 eyak Je L, Ri 
定理 1.7.2 ik fE Lp n=l, 2 县 记 几乎 处 处 收 
AFTh 若 存在 z€ 工 ， 使 得 
` || = z, xo € 9, s€ N {1.7.2) 
那么 fe L, B ff 平均 收 襄 于 下 
证 明 HRACE, H Sg ae. AA gE 
Lp 由 推论 1.5.1 可 得 JE Lp 
又 因为 
o fem Ht s [2g]”, ac- 
E lim|f, — ilf = 0, a.e., gre L, Eñ Lebesgue 控制 欢 
HER, A 
limf If, — fldu = 0 
FH #, EAT š, E 
- it 1.71 车 (0) a to, ihi 是 L, 中 的 序列 ， 
limf, = j, ae. 又 存在 常数 天 使 得 
[foal = K, Yer Q, w€ N {1.7.3) 
那么 fe L,, h bule gk + f. 
证 明 因为 pC9) < tao, £ 3kPS 3k5S 于 工 ,, 由 定理 
1.7.2 可 得 此 推论 。 | 
可 能 人 们 会 认为 平均 收 襄 也 可 以 推出 几乎 处 处 收 皱 美 
系 ， 然 而 这 是 不 成 立 的 。 我 们 可 以 给 外 这 祥 的 例子 : h PS 
收 皱 于 jj 然而 所 在 台中 性 何 点 上 都 不 收 襄 于 j. 
# i Q — [0,1], æ Re Lebesgue HWE X, ¿p 
上 Lebesgue 测度 ， 考 起 区 间 序 列 [0,11,10,1/21,[1/2,11, 
F0O,1/31,11/3,2/3).12/3,11,[9,1/74],[1/4,1/2], [172, 37 
41,[3/4,1), [0,1/5], 11/5,2/53], e, f, 表示 区 间 序 列 中 


第 4 个 区 间 的 了 示 性 函数 ，/ 一 0, # ra (n FD (Li + 


* 69 > 


mu. — = (14. t'a 
一 [idi I/m 


h ERAT A 然而 ,对 任何 一 点 a € 0,f.(w) 有 一 个 全 是 
一 点 都 不 收 伍 ， 

虽然 平均 收 化 不 能 推 由 几乎 处 处 收 襄 ， 然 而 能 挫 出 男 一 
类 重 要 收 就 关系 ， 

FX 172 KIMARA {jf,} 依 测度 收 侣 二 可 测 浮 数 
f 是 指 : 如 果 对 任 给 e > 0, # 

lima {a € Qila) — fGo)| Ie} = 0 
若 
lm alf wE Qf fula) — hla 2281) — ü 

别称 {#6} ERWA Cauchy 列 ， 

# h BIAT i 35 2 38 

{fu € Q: |f.(eo) — Ko)l Ie} 

对 于 充分 大 的 # ESE, AKEHO S TAME. 

一 般 地 说 ， 点 点 收 敏 (或 几乎 处 处 了 政和 伍 ) 并 不 包含 依 测 度 
Ura. ER ¿(Q < +e, 那 么 由 几乎 处 处 收 促 可 推出 依 
测度 收 敏 (这 就 是 著名 的 Egoroff 定理 )。 

容易 看 到 (p 次 ) 平均 收 侣 包含 依 测 度 收 襄 ， 事实 上 ,如 
RUE a> 0, A 

Ee) = {wE 9: jfa) — ial > ay 

那么 


* J0» 


| lja flrdp >f. o hilda 
> deal 人 ECa)) 
E% i PAA, Ih 一 l, — 0， 因 此 
limp(E(a)) 一 0 
即 |. =F (Cj WERF D. 
从 上 例 我 们 看 到 一 个 测度 收 伍 的 序列 ， 可 以 在 任何 点 上 


都 不 收 人 证 ， 
然而 F. Riez 已 经 证 明 ;， 若 /Z fK3MDEEUIE 68 f, MWA 
必 存 在 一 个 子 序列 f >l ac E 


定理 17-3 j) ERREKA Cauchy 列 ,那么 必 
存在 子 序列 ie.) 几乎 处 处 且 依 测度 收 便于 可 测 函 数 下 

证 明 ” 先 证 明 存 在 子 序 列 1g4)， 它 几乎 处 处 收 证 于 
i 

由 于 (f.) 是 依 测度 收 伊 的 Cauchy 列 ,那么 


lim a (lf fl > L)= o 
故 存在 自然 数 firs hiy 使 得 
1 1 
z (t. 一 faal > 二) < 二 
H gm Í, g: = F aa | 即 得 
a Ua 一 zl > 
一 般 地 说 ,可 取 自 然 数 n a, n aa 使 
Í 1 
m | lfa 一 fal! > 去 } < 2: 
8 a 一 fms Ek m fagns 令 


E, — e€ O; |En — gal >; 


. f] = 


那么 


HOEL) < 2 
$ 
F, => Ù Eis F, £ F 
i=% 
那么 


HF) < D eE 


1 = 
1 1 一 上 各 一 和 
Satan t = 2 一 
# i>; > R eK&F, ,, BA 
|g —gi| S< g, — ial + --- + gia ah 
1 CEE EE ~ 1 一 1 
2 一 1 2572 
X {Fi 是 一 递减 序列 ,所 以 
lima(F) = (F) = 0 
这 里 是 F, 的 极限 ， 
# mE 一 FF， 则 o & F, 对 于 某 一 如 因此 如 在 号 一 
下 上 是 收 伍 序列 。 定 浆 
limgis o & F 
. i= A wé F 
这 就 证 明了 z, 几乎 处 处 收 癌 于 二 
下 面 证 明 (zú) 依 测度 收 襄 于 h ia, e 是 两 个 正 实数 ， 
AR AE lF < 2 tD — infla, £), 3 j 2> k, 那么 


{oe o; Co) — so)| > acla € 0: |ia) — ni 
> oC Fa 
所 以 | 


"71. 


alat Q: |/Ko) — go) 2 a) < (F, < 8 
xj > k 
即 z; fk BEF z Sk + f. E" 
推论 L72 设 (f, ERMEK Cauchy 列 。 那么 
必 存 在 可 测 函 数 f, 使 得 j ammi kq, 了 下 乎 处 处 唯一 
确定 . 
证 明 上 面 我 们 已 经 证 明了 U.) 有 一 于 序列 f kalla 
收敛 于 现在 要 证 明 Lf.) I WEF Sk F A 因为 
| 一 大 | < lf — fal + EA — fal 
所 以 
U= hl 2 yc Í fl > z) 
ul 一 fl >) 


由 于 {h} 是 Cauehy Sl, fia 依 测度 收 化 于 因此 得 
timatlf— fl 2 a) = ° 
RE f, EWERT I. 


假定 (fa) 依 测 度 收 化 于 了 和 8 因为 
lael < lf— l| + I£ — zl 


于 是 有 
U= alec{li—tl> 
Ul —a > 2) 
因此 有 
milf =el Sa} = 0, v >o. 
取 am E, s€ N, 所 区 f= gae, j" 


我 们 已 经 说 过 ,Cp 次 ?平移 收 仇 包 含 了 依 测度 收 租 .一般 
地 说 , 依 测 度 收 化 并 不 能 推出 平均 收 雍 (习题 1.7,4)， 然 而 在 
下 面 定 理 的 条 性 下 却 是 成 立 的 . 

定理 1.74 it f ELp n 1.2, , f, py ik qa F 
HFE gE L, 使 

I| < g, ae. 

因此 fe Lp Hf (p 次 ) 平 均 收 仑 于 

证 明 若 f 不 平均 收 合 于 fe 上 ;那么 必 有 于 序列 z, 和 
s > 0 使 得 

lg — th = e, WAREN 

因为 [41 是 (L) 的 于 序列 (习题 17,7), gi WREEK St 
于 所 由 定理 173 知 , 存 在 (zg 的 于 序列 i th, 几乎 处 处 
且 依 测度 收 钙 于 名 ” 

再 由 推论 1.7.2 知 ñ= f, ae, A hk, LEAT 
f 且 被 中 所 控制 ,由 定理 1.7.2, 有 

lk, — fl, > 0, 34 r— oo 

W SJFh648 Jy 3 t 3 E, T bi BE UE, I 

X 173 设 {f} EILL MER, / o LRT 
MAR, WEHT T 8 > 0， 存 在 一 个 可 测 集 Es E C 
Q, pE 二 8， 使 六 在 8 一 Bs 上 均 句 (一致) 收 襄 于 f, 则 
称 {# 和 在 负 上 几乎 均 名 (一致) 收敛 于 二 

及 定义 可 以 着 出 ; 均匀 收 生 和 包 食 着 几 平 均匀 收 伍 ， 反 之 
则 不 然 。 

引 理 1.7.1 i {f} 是 几乎 均 名 的 Cauchy 列 ,那么 必 存 
在 可 测 函 数 了 使 得 {4,} 几乎 均 名 收 合 且 几乎 处 处 收 襄 于 f 

证 明 E REN, EEF, s(E O < 2 t, WJ (y 在 


Q — E, EY Air gk E F, = U Ejs Fie F,H a (F ,2=< 
i= 


* J4 


zao, 网 ih) Æ Q — FO — B, LSSI a 定义 
为 
peo- [P san 

BA (Fl EARP, F= r F, afE) 一 0 AAS 
k IPA galw) = g,C e), o € F ,, 

所 以 {gj 在 2 上 收 化 于 一 可 测 肖 数 , 它 可 记 作 1 了 .着 we 
Fl， 那么 f= g, m limfa BA f, E0 FERRAT f 所 
LH. E 9 F JUsE sk sk K Sk T: #, 

MEERA ir d ER: 对 s > 0, #K 充分 
K tE DA ce, 于 是 pCFx) <6, (f) SOENT 
gi—f oton— Fx. E 

FII E FE 0 BR tk Bb Er 8 LFR. 

定理 1.7.5 Æ (fo USE rik Sk f, 那么 ih) 依 测度 
Wak Fi zH HRE SKT hk, 3É2 FE PEAL 
*sF— Sa F A. 

证 明 i) 几乎 一 致 收 伍 于 六 设 sya 是 两 个 任意 正 实 
数 ,那么 在 在 EEF, (E) <s 使 得 {fj} 在 9 — E, E 
KRAT L. 所 了 对 于 充分 大 的 站 有 

(lh — H. 2 aC E, 
或 者 
s(t — fl Z a) = a(E,) < 8 

BU Ah) 依 测度 收 伍 于 上 

友之 ,车 其, RAET A, 那么 同 定理 1.7.3 的 证 明 
一 样 ,存在 子 序列 gz. g, JU SER H IRN EF SE F Z. 用 定理 
1.7.3 中 的 记号 , 若 j SRE o F, MA 


_ 1 1 
b- gl < x= < re 
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ih ee 


TUE s E Q — F, Ll3 Jika k. I 
由 定理 1.7.5 知 , (p FARRA EL RA 
收 敏 的 子 序 列 ， 反 过 来, 几乎 均 句 收 合并 不 包 售 平均 收 雍 , 如 
果 函 数列 受到 工 , 中 的 函数 控制 ， 那 2 几乎 均匀 收 化 是 可 以 
推出 平均 收 微 的 5 利用 定理 1.7.4)。 

作为 引 理 1.7.1 的 推论 ， 几 平一 致 收 黎 包含 凡 乎 处 处 站 
化 。 一 般 地 说 ， 反 之 不 然 ,〔〈 见 习题 1.7,12)。 然 而 值得 注意 
的 是 ， 如 果 函 数 是 实 值 可 测 遂 数 ，mzf8) < 十 cp ， 那 么 几乎 
处 处 收敛 包含 着 几乎 一 致 收 和 化。 这 就 是 著名 的 Egoroff 定 
ga, 


定理 1.7.6 《Egoroff 定理 ) 设 xz(9) < +œ, {f} 
是 上 的 实 值 可 测 矶 数列 , 如果 h 在 9 上 几乎 处 处 收 伍 于 实 
ETMA Nif) 在 号 上 上 玫 乞 -一致 收 敏 且 依 测度 收敛 于 
I. 

证 明 不 失 一 般 性 假设 {f.} 在 台 上 的 每 一 点 都 收 化 于 
对 于 mnEN, 令 


- i 
Em) = U ince) 一 Kol S) 


则 E,(m) € r B E. (m)C E,(m), 
因为 

fako) — flo), See € Q 
于 是 


又 因为 pC9) < 十 oo， 所 以 lima(E,CG0) = 0, 
E.E a > 0, k. Í aE, (m)) < 612m， 而 且 令 


E,— Ú Ern 0n) 


=- 6 < 


那么 BeF H ulE) < 8. 
MPR. ox E, WA wE se B 


[fCo) — Ke)| < ,yh > k. 


于 是 (h) 在 E, mia Lanka. i E" 

HERGA FI PE EA Pi 4 Rh Sk EK R. 
AERTS FALO: 

AE 表示 几 平 处 处 收 俩 ; 

AU RR JU Skit dr; 

L, RP YEsEEJUKC SR; 

M 表示 测度 收 伍 。 

图 中 实 鲁 第 头 表 示 包 含 关系 4 一 中 ， 即 由 4 可 以 推出 
B8。 厨 线 箭头 表示 有 一 个 子 序列 存在 此 关系 . 


E 


A 
| 
l 
l 
l 


图 4.7.1 A 


AE AU 
| 一 ~ pe ! 
| “s 一 一 | 
>< 
j — ` | 
— 
— — | 
L IM 


对 于 有 限 测度 空间 根据 Egoroff 定理 又 可 增加 两 个 树 
售 关 系 ,如 图 1.7. 2 所 示 。 

如 果 假 设 可 测 医 数列 {j,} 被 ze 工 ， 所 控制 , 即 | | < 
5 那么 又 可 增加 三 种 包含 关系 , 见 图 1.7 3。 


A 


| 
J 
| 
l 
L, 


图 1.7.3 (Q) <+o, H lfl z€ L, 


我 们 用 Cp 次 ) 平均 收 化 的 充分 必要 条 件 来 结束 本 节 ，。 读 
者 将 会 看 到 : 下 列 定理 中 的 条 件 C2) 和 (3), 在 Ifl < 2, pe 
L, 时 ,将 自动 地 满足 。 

定理 1.7.7 (Vitali TH) fE L ,, 1 < p < °, n= 
1,2,.--., I EE (p RAT J BD383y AS 26 k 30 

CD i) RMEKAF r; 

(2) 对 每 一 个 6 > 0, FER a(E,) < +0, E, € F, 
使 得 FAE, = @, Fe S B 2 

[taa < se, x s€ N 


G) 对 每 一 个 s> 0， 存在 8(s) > 0， 使 得 CLE) < 
Se), EEF, MA 


RAD? Le’, Y n€ N 


证 明 在 给 出 了 定义 1.7.2 以 后 ， 我 们 就 证 明了 平均 (p 
次 ) 收 伍 包 含 着 依 测度 收 勾 。 因 此 不 难 证 明 {} 平 均 (tp 次 ) 收 
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将 上 全 了 条 件 123 和 (3)， 《习题 1.7 6918,i95. 

现在 ,我 们 证 明定 理 中 的 三 个 条 件 包含 着 (Ll Par 
于 fe L. >O, E, EROARE, H F 一 0 一 

因为 

fa — a = fe, + ff) Xr 
利用 Minkowshi 不 等 式 , 得 
lhl Gf, ilda} + 26, wm mEN 

令 am slalE D], H, = {li — S| > ay 根据 条 

性 (C1), 存在 KE) EEE #,m > KE) 时 
uH, m) < ECE) 

再 次 利用 Minkowshi 不 等 式 ， 并 根据 条 件 C3) 则 在 a, 

m> Ke) 时 有 ` 


{fa 1 lal < i. altda” 
+ ffy hleda} 


+. Ma 


= oal alE D] A + £ + £ = i 
由 此 可 知 {f} 是 平均 收 合 Cauchy A, E dfe} 依 测 
Eka F h teie 1.7.2 知 了 几乎 处 处 唯一 , AE {f EE 
ST i a 
f FFF BES TAE ik Sr e SERS SRB X RS = Fun] 
供 参考 ; ` 
《1) 首先 应 就 记 每 一 种 收 敏 关系 的 含义 ， 在 你 遇 到 时 种 
收 合 关系 了 时， 脑子 里 就 有 清晰 的 概念 译 现 出 来 ， 这 基 最 基本 
的 一 后。 


.'.. 


(25 对 于 各 种 收 微 尖 系 的 强 如 程度 ,心中 应 该 有 数 , 如 四 
PARAH AU 较 强 , ME, HH AU 可 推出 AE bk iS 
M Wk, i L, 与 AU SEAM. 

G) 记 竹 一 些 著名 的 定理 这 可 帮助 你 理 清 它们 之 问 的 关 
系 。Riesz 定理 给 出 好 收 敏 列 必 有 AE 收 合子 列 ; Rgoroff 定 
理 给 出 了 AE 收效 转化 为 AU kR- z C8) 之 十 90; 
Vitali 定理 给 出 了 平均 收敛 的 充分 必要 条 件 。 

做 到 了 岂 上 三 点 , 如 果 又 能 牢 牢 掌握 积分 收 伍 定 理 ,那么 
你 左 钼 理 这 类 问题 时 就 不 会 发 生 谨 误 ， 


习 题 17 


在 下 列 习 题 由 (只 ,多 表示 Lebesgue 测度 空间 , 即 R = (~, 
+o), Æ Lebesgue 可 测 集 类 ,4 是 Lebesgue WEF, HEE i= r< 


So, 


1. 令 ji 证 明 (Py 均匀 收 误 于 0 BR, BERF ， 
均 收 化 (在 L, 中》 

ZE 一 ausam 证 明 Ua) 几乎 处 钼 收 唐 了 于 0 g BE 
”在 L, HRPA. | 

3- 证 明 习 惠 1.7,1 和 2 中 的 函数 列 依 测 度 收效 于 它们 的 极 跟 。 

4.4 fr 一 和 .xm 证 明 {f,} 几乎 处 处 收 伍 于 0 函数 ,但 ERE 
测度 收效 ， 

5. 证 明 在 习题 1.2,2 中 的 序列 测度 收 人 第 不 包含 平均 Cp 次 3 收效 。 即 
使 KO)< 十 oo 也 如 此 。 

5. 找 出 例 1 中 几乎 处 外 收 冲 于 0 销 数 的 于 序 询 。 能 否 找 出 一 个 点 
点 收 化 的 于 序列 ? 

T.E U) 依 测 座 收 语 于 i WERN {1,} 的 任 一 于 序列 也 依 测度 
EAF 更 一 般 十 , Æ din) 是 依 测度 收效 的 Cauchy 列 , 证 明 {re} 
的 任 一 于 序列 也 是 恢 测 度 收 黎 的 Cauchy F, 

Bik U. 平均 收 苞 于 ) 1. 的 一 个 子 序列 平均 收 黎 于 ts 试 诞 明 


ja £, Lth, 


. $Ü = 


sE (J) 是 有 中 集 的 示 性 酌 数 序列 , 旦 U.) Faig (e) T 
证 明 ; 是 5 几乎 处 处 等 于 ) 多 中 集 的 示 性 函数 , 

to EHHA 1.7,2 中 的 序列 具有 下 列 性 质 : 车 5>0， 在 10， 
#3] 的 补 集 上 均 句 收 襄 ; 但 不 存 任 一 个 零 测 集 ,在 它 的 补 集 . 上 (L) 均匀 
Ki. I 

11. 证 明 习 题 1.7,2 中 的 序列 几乎 均 句 收 敏 ;但 不 平均 收 伊 。 

12 .证 明 习 题 1.7,4 中 的 序列 及 乎 姓 处 收 敏 ; 世 不 几乎 均匀 收 合 。 

4. 证 明 落 町 依 测 麻 收 化 琳 代 替 几 平 处 处 收 效 。RBetou 引 理 仍 成 
x. 

14. 设 f = wo， 证 明 在 Egoroff sE38rHBLER Gñ A 00 ls 
是 不 能 去 掉 的 。 

18 .证明 着用 令 测 度 收 伍 代 替 几 乎 处 处 收 伍 ，Lebesgue 控制 收敛 
定理 仍然 成 立 。 

18.3 z€ L,, | sr， 证明 Vitali ERRE (2.03) 将 满 
E. 

17.8 (2@,# =) 是 有 限 测 度 空间 、! SE aj loa 3k > 


yf = EA 
a 


证 明 当 且 人 充当 (f. 一 门 -0 br, (Y EWERT 1, 

18. 设 (fay 几乎 处 处 收 襄 于 可 测 浪 数 1， FRAEN, 
证 明 {gpo1.} 几 乎 处 处 收敛 于 pot， 及 之, 若 史 不 是 每 一 点 都 连续 ,证 明 存 
在 一 个 序列 {1.} 9 它 几 平 钼 处 收 化 于 1 但 Pol 不 开平 处 处 收 总 于 ool, 

19. 车 是 有 到 呈 的 一 至 连续 函数 , 且 (U. 均 名 (几乎 均匀 、 依 测 
度 ) 收 效 于 1， 试 证 明 {gsi 均匀 (几乎 均 句 、 依 测 度 ) 收 斋 于 pl. 


1.8 测度 的 分 解 


提要 本 节 先 引进 广义 测度 的 Hahn 分 解 和 
Jordan 分 解 ， 乓 后 定义 测度 的 奇异 性 Radon- 
Nikodym 定理 在 概率 论 中 具有 特 球 的 重要 地 位 ,在 


` Bh ° 


ee a re eR Hp ERRE, a et HRA dar A e a o aaae > 


证 明了 Radon-Nikodym ZR G, ALAT.: {E 
一 gg 有限 测 度 4 关于 另 一 og ATAR =, sP 8 
或 一 依 关 于 站 绝对 连续 的 测度 与 一 个 关于 严 奇 异 的 
测度 之 和 一 一 这 就 是 著名 的 Lebesgue 分 解 定理。 

最 后 利用 Lebesgue 分 解 。， 讨 论 任意 定 分 布 函 数 的 
分 解 . 


广义 调度 的 分 解 和 Radon-Nikodym 定理 是 测度 论 的 重 
村 内容 之 一 ， 在 概率 论 中 更 具有 特殊 重要 的 地 和 位， 因此 学 好 
这 一 节 , 对 于 本 书 以 后 的 学 习 基 至 关 重 要 的 ， 

在 1.5 节 中 引进 了 一 般 可 测 函 数 的 积分 以 后 ， 我 们 普 经 
定义 过 广义 测度 。 广 闵 测 度 是 一 个 广 多 实 值 梨 函数 《 它 只 能 
是 土 o% 之 一 )， 空 集 的 广义 测度 为 零 ,广义 测度 具有 可 列 可 加 
性 , 亿 不 像 测度 那样 只 取 非 久 的 值 ,而 可 以 取 正 值 或 负 值 。 为 
了 阅读 方便 ,这 里 我 们 重 述 广义 测度 的 定义 ， 

设 《D,. 多 ) 为 可 测 空间 , 4 是 定义 在 多 上 的 广义 实 值 
星 数 (只 取 土 四 之 一 ), 且 满足 

(1 aCe) = 0; 

Q) # {8,} 是 :多 中 的 不 相交 集 的 序列 ,那么 


:(U E,)— > 1CE。) 


和 用 引 理 1.3.1 和 引 理 1.3.2 的 方法 ,读者 可 以 证 明 : 如 果 
(E,) 是 2” 中 的 增 序列 ,那么 


1 (Ú E,)— lim2CB,) (1.8.1) 


如 果 {P,} 是 多 中 的 减 序列 ,那么 
1( 0 F.)= EmaA( F.) (1.8.2) 


s.i 


+ 81 » 


在 本 节 中 ， 我 们 首先 要 证 有 明 ; 任何 一 个 广义 测度 可 以 写 
万 两 个 测度 之 差 。 为 此 我 们 要 引进 正 集 与 负 集 的 概念 ， 

定义 18.1 设 p 是 (0, 名) 上 的 广义 测度 。，AE Z, 
着 对 任何 EEF 有 nCANE) 之 0， 则 称 4 为 正 沁 《关于 
BERD E BEF, 对 任何 EEF 有 s(B YE) < 0, 
则 称 为 鱼 集 ， 若 Ce S, WEB E < Sr 有 pCCNE)= 
0; 刚 称 € HER, 

在 习题 中 我 们 将 看 到 , 正 集 的 可 测 子 集 是 正 集 , 两 个 正 集 
ZARES. 

定理 18.1 (Hahn 分 解 定理 ) oF 上 的 广义 济 
度 , 则 存在 两 个 不 相交 的 集 人 台 4 和 8, 使 得 | 

AUB = 9 

且 4 对 于 为 正 集 , ATRAS, 

证 明 因为 4 在 十 oo 与 一 两 个 值 中 只 能 取 一 个 值 ， 为 
. 精 定 起 见 ,我 们 假定 不 取 一 oo, 即 对 于 任何 E c 多 

— < n (E) =< +c 
令 
f = int{a(B)i B Æ ut) 
出 存在 负 集 序列 BEF , n = 1,2,-. E 
lima C B.) — 8 


令 B 一 【8.， 则 8B 是 一 个 负 集 ,因此 a< a (B). 5—J 


面 ,因为 吾 是 负 集 , 故 p(B8 — B.) 委 0， 所 以 
ECB) 一 p(B,)+ p(B— B,) < n(B,) 
S n ->on 
aLB) ER 
从 而 得 到 ACB) = ç CUIRR 2 8 RAR), 
. $} » 


TT 


现在 我 们 证 明 4 一 怠 一 吾 是 一 个 正 靠 。 假设 结论 不 成 
W.W E。 是 4 的 一 个 可 测 子 靠 肌 钴 得 ptE0) <0。 我 们 首先 
看 出 E, 不 可 能 是 负 集 。 因 为 如 果 E, EHE MA B UE, lH, 
KEMA, H 

aC BUE, ) = p(B) + uE) < u(B) = 8 
RARA e AAEREN TA. 因此 E, E # (820 
正 的 可 测 子 集 , 令 


h = minfa ETAR ECE, E CE) > 11 


并 设 E, 是 E, 的 可 测 子 集 ,使 得 pCE1) > 区 因为 lED 


0, 所 以 
有 一 E) = ptEo,) 一 (EL) 


(Es) 一 " < 
刚才 用 于 E, 的 论证 也 可 以 同样 用 于 E,— E,, BIL 
k= min 和 | 存在 可 测 集 EC E, 一 E,, 使 得 pCE) > 二 | 


并 设 E, E E,— E, 的 可 测字 集 ， 使 得 (E) > T Rl 


a (E, — E, 一 ED) ~ a(E,) — ACB) s (ËE;) 
E) — L — 1 <o 
ku w a 
依 此 类 推 , 令 


F,= E,— UJ E, 


由 于 CF) ARH. 
KCF) m =z(E,) 一 > a(E,) 


由 此 可 知 F, 不 可 能 存在 上 & 值 为 正 的 可 测 子 $R, Mint F E: 
F WERTE WMA (F). REREH, F Eei 
集 , 因 而 SUF, 也 是 负 集 。 但 Pi 与 号 不 相交 ,因为 
a (F,) < s ( E,) < Ü 

T+ 

R (BUF,) — (B) + a(F,) < aK B)=— # 
这 与 AKCB) BUMN jv EE EE rh MARERE 

AUB=— Q i 

设 4 与 下 是 一 对 可 测 集 ， 满 足 上 面 定理 的 结论 ,于 是 A, 
8 称 为 关于 & 的 一 个 Hahn 分 解 。 

一 般 地 说 ，Habhn 分 解 不 是 唯一 的 ， 事 实 土 , 如 果 4, B 
EXTA BJ Hahn 分 解 ,C en SE. MA AUC, Bec 
A— C, BUCHER Haha 分 解 ， 然 而 ， 在 下 面 的 讨论 中 
Hahn 分 解 没 有 唯一 性 并 不 重要 。 

引 理 18.1 Æ A.B MAn B, 都 是 关于 2 的 Hahn 分 ` 
W H EEF, BWA 

LENA) =A ENA) 
a(E NBG = 1(E Y BY (1.8.3) 

证 明 HAEN 一 4,) 包 含 于 正 集 A MAR B, 中 ， 
所 以 


ACE NCA — A) = 0 
KENAD = (ED A YA) + MED CA — A)) 


= 5 . 


- munam m p H a... v. ¿S u uu X a d. u... . r... vs (IN s 


= (ENAN A) 
局 理 
1(E P 4, = 1(E Y A, A,) 
因此 
ALEN AJ — ENMA:) 
式 (1.8.3) 同 样 证 明 . 
定义 18.2 设 4 是 .名 上 的 实 值 广义 测度 CZ BR 
W). A, BE- 16 Hain 人 分解, 对 于 EEF, 有 
ATLE) = (EP A), I(E) = — (EP B) (L84) 
2%+ 和 2 都 是 多 上 的 有 限 测度 , 称 为 1 的 正 变 差 , (326, 
[1(E) = 28 E) + 2 (E) 
PA EEZ LERN, 
由 引 理 1.8.1 FAL EAMA REA ER +k 
TARE Hahn 分 解 。 同 时 ,根据 式 (1.8.4} 有 
ILE} m= ALENA) + ¿(Er Y B) 
= i+(E)— 1E) (1.8.5) 
由 此 可 知 ， 枉 何 实 值 广义 测度 可 以 写成 两 个 测度 之 差 , 
定理 1.8.2 (Jordan 分 解 定理 ) 1 是 多 上 的 广义 测 
Br EEF 上 的 两 个 有 限 测 度 之 差 , 即 4 一 4+ 一 1。 如 时 
1 — p — v, Hi B v E: 2 ERARE, MA 
nCEY AB), KE) >17 (E), Ec. 1.8.6) 
证 明 下 条 人 性 1 一 4+ 一 1 ”的 表示 式 看 出 ,已 经 成 立 ， 
因为 p, v 只 取 非 贷 的 值 ,因此 
ACE) = ALEP A AENAY— KENA) 
=< (E Y A) S xz( E) 
类似 地 可 证 明 2 (E) =< (E), xE € F, B 
在 引 理 1.5.1 中 ,我 们 已 经 看 到 ; 如 果 / 是 关于 4 的 可 积 
EHH 


" BG < 


AE) 一 | jän, NE € 5 (1.8.7) 
BZ a E. 上 的 广 文 测度 。 
现在 我 们 进一步 来 讨论 正 变 差 ， 负 变 差 与 积分 的 蒋 系 。 
定理 1.8.3 Æ fe L(Q0,2F , x), 7 是 由 式 {(18.72) 定 区 
H SME, BD Z iF 322 At, AFAL eE MA 给 出 如 
F: 如 果 x E € 5 ,于 是 


BE) | Fa 1CE)— | ras 
ICE) = | fla 


证 明 设 4={wm € B| ICO) > 0t, Bj 一 {wo € O| oje 
oh HA 0 — AUB, E. AE =o, Ece”, BR 
有 (EP 14) 2 0, (E B ID S 0, AE hi 和 Bj 就 是 7 的 
Hahn H. f 

由 推论 1.4.2 可 知 ， 攻 RIA ARATA, = B 
F 上 的 测度 ， 那 么 朵 式 《1.8.7) 定 义 的 了 落 数 7 是 .多 上 的 测 
Bz, 

定义 18.3 1 和 上 是 .多 上 的 两 不 测度 , 车 对 于 EE 
F, #LE)=0 时 有 (E) = 0, WAIL 3 T n AHER. 
AEA pg, 车 对 于 |a(E)] 一 0 的 每 一 E€ 3, 有 
3(8B)= 0， 则 4 关于 4 绝对 连续 , 记 作 4 < z. 

下 画 的 引 理 可 以 帮助 理解 绝对 连续 的 内 售 ， 

引 理 1.8.2CA) 1 和 中 是 多 上 的 有 限 测度 .2 < = B 
充分 必要 条 件 是 : 对 于 每 一 个 > 0， 存 在 e> o 使 得 
HLE) alejh EEF HA lEs, 

证 明 ”充分 性 : ERRE (E) = 0, WA KEJE 
5 对 任何 > 0 成立 ,因此 aE) = 0, i 

必要 性 : MEIE, BREE s> 0, ELEF 有 


a 8) e 


—— —[ — — Aaa. q =. - 


u (E, < 2" H (E, Z B, 并 令 F, — U Ens a (F,)< 


imn 


2H B aP.) e, M P。 是 可 测 集 的 递减 序列 : 
a (Ü F.) = im a(F) 一 


Hl 


a ( ñ F.) = lim1(P,) Z e 


这 与 2 关于 上 绝对 连续 矛盾 ,必要 性 得 证 . ' 
引 理 L38.2(B) 设 # 和 4 是 上 的 两 个 有 限 测度 ,1 < 
# 且 1 不 恒 为 零 , 则 存在 正 数 。 和 可 测 集 4, 使 得 k(4)>0， 
4 为 广义 测度 1 一 sa WER. 
证 明 设 Q — A. + B, 《rn 一 1,2,…) 是 对 广义 测 


度 4 一 二 py 的 Hahn 分 解 ,并 令 


A= U An Ba A (1 p. 


axi == i 


由 于 BCB, 故 有 (L — La) G) <o, 即 


0 KACA) < (BO = 1,2, ++ 


从 而 有 1( B,) = 0, HT 1 不 恒 为 零 ， ik 1( A,) > 0, 8: 
# a < pz 可 得 pC4,) > 0。 因此 至 少 对 于 ”的 一 个 值 有 
BLADS 0; 对 于 这 个 ”= 值 , 我 们 令 4 一 An 8 一 二 ,于 是 
A, ° 为 所 求 的 且 4 为 1 一 sa WER. | 

定理 1.8.4(Radon-Nikodym ER) 设 2 和 F 产 都 是 . 史 
上 的 z ARNE BERT 绝对 连续 ， 那 么 存在 一 非 负 
可 测 函 数 Je MOF) 使 得 


ICE) 一 | tax, YE EF (1.8.7) 


且 了 几乎 处 处 唯一 确定 ， 

证 明 分 两 步 进行 。 我 们 先 在 4490) < +o 的 假设 
下 证 明定 理 . 
< 


“一 fe M+: | fdu <E), YEE = 
这 个 函数 类 是 非 空 的 ,因为 至 少 Dee， 


. 《1) JAER s RF PRA” BAHA EEE, € 
Ísg€ x, HH 


fV zËmax( f, g) 
令 
E, = (a € E. (a) I pm))} 
于 是 
j (fV g)da = 网 网 网 (fV zàdn 
-Í jdu + I gda 
-E - E-E, 
< 1(E,) + 1(E — E,) CE) 
所 以 VEER. 


O) HA s 非 空 , 则 设 存在 上 和 确 界 
eja =a 
«是 有 限 数 ， 因 此 存在 一 个 序列 {ce E 
i kan 一。 
FRR ze RP 


Z YAY: Vi 6 x 
R) (z. E FE3FBEZ0, img, = f H, 


l —— -— r rt r B e r Pusa mp 


| Edu =< a 
根据 定理 1.4.1( 单 调 收 敛 定 理 ), 可 知 
im | dn 一 [saa < 
所 以 # < <. 


(3) 证 明 j hdn 一 4(E)， 采 用 反 证 法 . 
若 4(E) 一 | kas mo, maca) — | hap > 09, 那么 


根据 引 理 1.8.2(B), FE e M A, 4 为 [2(") 一 | hda 一 ep 
ERBI 


ACE) — | hdg — e | Xadu = 0, E £ = 


AE) >] Cat Xen 
É h + eX. € u, 其 中 uCA) 之 0, 
现在 计算 
jG, + sz Oa = [hdn + sus) 
一 下 十 EAI) 
这 与 “是 < 中 函数 积分 的 上 确 界 争 屠 , 故 
KE) 一 | hda 
往 证 。m，2 是 = 有 限 测度 时 Radon-Nikodym 定理 仍 
ARY. 
设 {0.} E 多 中 的 增 序列 ,使 得 
iO) < +o, 0) + f 
利用 上 面前 讨论 , 取 8 6 Mt, g. 在 uko, NETE, TE 
E: O, 的 于 集 , 且 


+. QQ + 


I(E) = j, gdy 
E regm, O. Q, E 


| gda = | bads YECA, EEF 
E E 


则 gs EILE AEAEE — A GX- ARE, A m> n th) 
m =>” Enp 28e 

令 上 一 supfa tto Leb 三 是 单调 增 序列 ，je MY, 
imf = f. EEEF, Hb Z, 


¿(En ao, = w 


因为 {EN 9.} 是 单调 增 序列 ,根据 测度 连续 性 引 理 1.3.2 和 
单调 收 伍 定理 1.4.1, 可 知 


ACE) 一 im ¿(E DQ.) = tim | fda 
= f, 
现在 证 明 f 的 唯一 性 :假设 be M+, 使 得 
iE)— | fdu 一 | ids, yE EF 
令 E = (wfo) > Ao)}, E:= {o:fCwm) < Aa) W 
j G= ajda = | (f— hdp 
E ELUE; 


利用 推论 1.4.3 可 证 得 了 一 A, ae, ü 
Radon-Nikodym 定理 在 概 内 论 中 是 十 分 重要 的 ， 它 保 
证 了 条 件数 学 期 望 的 存在 性 ， 


从 这 里 我 们 看 到 ， Raden-Nikodym 定理 还 保 让 了 存在 
fe M+ 使 得 


ILE) = i, fdu 


f 称 为 Radon- Nikodym 导数 , 记 作 dada, BD 
j= 一 一 (1.8.8) 


在 习题 中 ， 我 们 将 讨论 导数 的 有 关 狂 质 。 读 者 应 说 注意 
到 一 般 地 说 , f 不 一 定 可 积 , 只 有 当 % EARME f AP 
B. 

KEWL, ¿< 5 表示 上 测度 小 的 集 。 基 2 测度 也 很 
小 。 与 这 一 情况 相反 的 极端 情况 是 奇异 测度 。 十 面 讨 论 这 个 
问题 

定义 18.4 车 对 多 上 的 两 个 测度 2, my 存在 不 相交 集 
A.B, 4UB= g B p(A) 一 8) 一 0 Big 1 S a BE 
奇异 , 记 作 Ajg. 

显然 这 种 关系 对 于 4 和 上 是 对 称 的 ， 然 而 有 时 我 们 仍 称 
1 关于 站 奇异 . 

定理 18.5 (Lebesgue 分 解 定 理 〗 $a ru ES 上 
的 5 有 限 测度 ， 那 么 必 存 在 测度 4 RuG HAUTE 
异 ,4 RT EYER) E l 一 4 + 1, Eå ¿, 唯一 确 
=, 

ABB 令 v 一 1 十 gg， 因为 1, Eo ARWR, Sk > 也 
是 有 限 漳 度 。 AA 24 < x, ë < z, ÈH Radon-Nikodym 
定理 可 知 , 存 在 gE M (Q, ) 使 得 

ACE) 一 | fa pn(E) 一 | ze, vg E F 
令 A= (e: Ha) = 0 B= (o; Kw) > 0), 因此 
ANB= Q, AJB =9, 
对 于 多 pR EE 
ACE) =ACENA), ALE) = IE BY 
因为 a(d) 一 0, MA XB A(8 1 A= 1(C S) = 0, f& 
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lle, XTE 1 < u. 考虑 下 列 事实 : 若 ux(E) 一 0， 
那么 


Í pdv = 0, E € F 
E 


MEL wy 一 0, ae. KENBE) = 0. AH141 
KENBY=AICLENB) + nCENMB) 
故 
1 (F)= KE Y B)= 0 
显然 1 一 1 二 1 这 就 证 明了 分 解 的 存在 性 。 
证 明 分 解 的 唯一 性 : 
1 — 2, + 1, — L, + L, 
此 处 lila, ilg B. 4, < Hs À, < s, EE FE nÍ AE 
A,B, A,B {4$ 
Q = AUB = UB, AB = 6, ANË = @ 
和 
aB) = CA) = CË) 一 下) 一 0 
W Fe, MW 
E = (ENBA) + (En Bn3) 
+ CENANE) + (ENANAY 
显然 + 在 这 个 和 的 最 后 三 个 集 上 为 0; 故 由 绝对 连续 性 知 ， 这 
三 不 集 的 1 与 天 的 测度 也 为 4。 又 因为 u — l= 4, — ip 
1 B) 一 iC) = 0, HA 
Ch 一 XE) 一 《入 一 XEN pn Ë) 
= (1, — IXEN BN) = 0 
从 而 有 1AE) = åE), MARAH 4m å = l — L, 所 以 
1 (E) = ACE), 于 是 我 们 证 明了 分 解 定 理 。 |! 


D AER FE S ESE ETAR ÉE. 


利用 Lebesgue 分 解 定 理 可 以 讨论 分 布 函数 的 分 解 问 
题 ， 分 布 函数 可 定义 如 下 : 

定义 18.5 设 Fa) 是 定义 在 R — (—co,co) 上 的 实 
HAM, mE EA: 

(1) F (x) 单调 增加 , 即 当 +£, < zx; 了 时 ,有 

Fla) =< F(x;) 
(2) F) GERR r € RAS 
F(x + 0) = Him. F(xz') = F (x) 

则 称 F(x) 是 分 布 函 数 。 

G) 又 车 F(—œ)= lim F(x) 一 0 


F(--oo) = lim Fi < > (1.8.9) 


则 称 Fa EFS AAR. 

满足 条 件 F( 十 oc) 一 1 E PE S E X 838 2y A 
数 。 

W. K = (—o,—+ 2), 232 E R t Borel 举 的 全 体 ， 可 
AER TFERA ETD AAA F (G), EE Erk 一 的 
WE p, 使 得 


p((a,b1)= FC) — F(a) 

P£ E Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 

为 了 讨论 定 分 布 函数 的 分 解 ， 我 们 还 得 定义 绝对 连续 状 
数 ， f 

定义 186 设 F) 是 定义 在 实数 空间 尺 上 的 实 值 函 
数 , 若 对 任 给 的 > 0， 恒 存在 3 > 0， 使 得 当 展 中 任何 有 限 
个 两 两 不 相交 的 开 区 间 Cab) Cand) Ca, 5.) 满足 条 
# .. 


21 (b — a) < 4 
k= 1 


时 ,不 等 式 
21 1F(0 — PCa) < 8 
kel 


ERINI F 32 RERE ERA. 
TA AA EE A AEEA EA FERA ACR s = 
1, RASA W, EE FPA, 


例 
< 
F(x) 一 KCOS x *< 0 
Ü, x = Ü 
FA FG) E ERAR, TEREE F{x) 在 区 
记 [0,1]1 内 并 不 绝对 连续 . 
k s 与 玉 是 任意 正 理 数 , 令 
= _. 1 一 l _ ... 
a in iP PO Karoo ET DOVO 
则 
Xo, <; — (1.8.10) 
> IFCb) — Fla) >> raw, D (18.11) 


由 于 六 可 以 任 遍 大 , 故 由 式 (1.8.10) 知 > Cbi — a) AUE 
意 小 3 由 于 s 可 以 任意 大 , 故 由 式 (1.8. TI) Pa |F(5,) — 


Flap) TUERA. HTA, FG) 不 绝对 连续 . 
为 了 确定 起 见 ， 当 我 们 谈 到 2 上 的 有 限 测度 * 的 分 布 
请 数 时 ,就 是 指 如 下 的 定 分 布 丽 数 ; 
Fiz) = w(( —co , x])2 


引 理 1.8.3 j > (R8) 上 的 有 限 测 度 , 那 么 > < £ 
的 充分 必要 条 件 为 > UDARA FO) 是 R 上 的 绝对 连续 函 
数 。 

证 明 充分 性 : 设 F) 绝对 连续 , 则 对 任意 给 定 的 正 
数 se, FEER 6, 使 得 当中 任何 有 限 个 次 黄 不 相交 的 开 区 


all (as Da) CR 一 1 2 n) 满足 条 件 >; (Ó, 一 ap) <ë 
` k=1 

时 ,有 
D Fp — Flap] <s 


W Ec S H a(E)—=0, 由 Lebesgue WERZA, F 
ERATZE Cashi lsk 一 1, 2, `` > 使 得 EC 


U Gob) E 
&=1 


> (b, 一 a) < ë 
BEE AHERE 859 n, tE 
S IPOD Flap < 
因而 ë 
KE) < DF Kant) = S FOD Fal < 


由 于 5 任意 , 故 E) 一 0， 这 就 证 明了 >< a. 

必要 性 : 设 r< k， 则 对 于 每 一 个 正 数 e, 存在 正 数 5, 
使 得 对 于 满足 条 侍 gCEY < 8 的 任何 Borel 集 E, 有 WEY< 
8s。 由 此 可 知 ， 当 以 中 任何 有 限 个 卫 两 不 相交 的 开 区 间 Ca 
bhk = 1,2,.… n, 满足 条 件 


p (Ú (aob.l) = > TERNET 


时 ,有 
> [FOB 一 Fea)! = > "Carsbil) 


_ ( U Covbil) < 
故 F(a) 绝对 连续 ， | 
引 理 184 设 FO 是 络 对 连续 的 定 分 布 函 数 , 那 么 存 
在 非 负 实 可 积 函 数 f, 使 得 


TORA 


这 里 fRA FREA, a Æ Lebesgue ME, 
证 明 设 wr 是 FOD 引出 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 
于 是 P(x) 是 ahoan: 
wat—o0sx]) = F (x) 
由 引 理 1.8.3 I, z< a, 于 是 由 Radon-Nikodym 定理 
知 ,存在 非 负 实 可 积 画 数 为 使 得 Et r, HË 


g CE) = Í, fdp 


& E= (—co, x] 得 


(Ce, s) 一 | fan 一 RC) 


定义 1.87 W Fi) 是 定 分 布 消 数 ;如果 存 在 非 负 可 积 
K f 使 得 


TORSIE 


则 称 F(x) RESNA AAR, 1 称 为 F 的 密度 ， 
引 理 1.8.5 连续 型 分 布 函数 一 定 绝对 连续 
证 明 iz í 8 F 的 密度 , 令 


Tm Rr = Q. Q as 


xE)= | fap 


则 ?> 是 多 上 的 测度 ; 且 v< z, REX LSA Fx) 是” 
的 分 布 函数 ,由 引 理 1.8.3 知 ，F(x) 是 绝对 连续 函数 ， i 
由 以 上 两 个 引 理 可 知 , 就 定 分 布 函数 而 言 ,绝对 连续 的 概 
念 与 连续 型 的 概念 是 一 致 的 。 由 于 连续 函数 末 必 绝对 湛 续 ， 
所 以 连续 的 分 布 函 数 末 必 是 连续 型 分 布 钞 数 ， 
定义 18.8 设 FO) 是 定 分 布 函数 ,如 果 存 在 只 中 的 点 
列 {r} 以 及 定义 在 其 上 的 实 值 函数 pCx,), 使 得 


Fl) 一 F, plxe)s PCr) 20 


则 称 Ftx》 是 离散 型 分 布 函 数 ， 

. 引 理 .8.6 任何 定 分 布 羡 数 三 都 可 以 唯一 地 分 解 为 

已 一 下 .十 了 

其 中 F, 为 离散 昏 分 布 栖 数 ,，F.。 是 连续 《不 一 定 是 连续 型 ?的 
定 分 布 函数 ， 

证 明 因为 也 是 增 函 数 , 故 它 至 窜 有 可 列 个 不 连续 点 , 设 
为 ra 一 lz È 

p(x,) = F(x,) — F(x, — 0) > 0 
Fi(x) 一 D, p) z€ R 


则 F, (x) 是 离散 弄 分 布 函 数 . 令 
F, = F — Fi, Mx E R 
显然 F = 了 .十 Fi, H F, Sr EEPbps 3k. 不 面 证 明 F, 也 
E A U81860 PE SkibK 8k. 对 于 任意 的 x < x, 有 
Fa) — F,r) = Fir) 一 FIz D, Pee) 


zs i 


= p(x — 0) — FI) — E a.) 


EEr a 


由 此 得 
m [Pets) — F .(z')] — F(x — 0) — F(x — 0) = 0 


即 F, 有 是 左 连续 的 ， 
又 根据 p(x,) 的 定义 ,对 任意 的 > cr, A 
F) 一 FK) = Fo 一 FCOx D Pe) 


可 <s 


一 [Po — F(x)]— 3 


r" <x < 
x[P(xz,)— Flxs — 0)] 2 0 

所 以 F, 是 载 函数 ， 从 而 证 明了 FF 是 连续 的 分 布 函数 ， 显 然 
F, CEED AAR. 

证 明 分 解 的 唯一 性: 设 有 两 个 分 解 式 

F = F, + F, = Ë. + P,  (L.8,123 
其 中 F. 与 F, 是 连续 的 定 分 布 函数 , 而 F, 15 P , 是 离散 型 分 
布 函数 。 下 式 (1.8.122) 我 们 有 
F, — Ë = F, — F, 

上 式 左 边 为 连续 函数 。 (25255 T Es Bikat 23. 容易 
证 明 这 个 差 必 须 为 霉 , 妈 我 们 有 F, = Fa, Ë, m F, E 

由 这 个 引 理 知 ,任何 定 分 布 阔 数 可 以 唯一 地 分 解 为 FF. 一 
F,+ Fi。 用 vw 表示 由 FF, 引出 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 
Lebesgue 分 解 定 理 知 >, 对 于 Lebesgue 测 府 £5 可 唯一 地 
分 解 为 | 


p, ™ Pe T >, 
其 中 pu Kp, nla 
由 Radon-Nikodym EEN, 在 在 非 鳃 实 可 积 函 数 使 
得 对 每 个 EE sp, E 


?CE 一 | fdu 


Fx 一 Pallo] MN xr € R 
F,(z) = y(t eo,xz]), x € R 


则 F. 与 ,分 别 为 we 与 的 定 分 布 阔 数 。 由 引 理 1.8.3 20 
Fea 是 连续 型 分 布 函数 ，PB,tz) 为 奇异 型 分 布 殴 数 。 人 
们 已 经 证 明 P 是 一 个 导数 区 平 处 处 等 于 零 的 函数 。 

综 上 所 述 我 们 得 到 : 

定理 1.8.6 ( 定 分 布 国 数 分 解 定理 ) Line py Hapa SR F 
都 可 叭 一 地 分 解 为 

P= Ft Ft F, 

其 中 F, 258 BARU y fH bB 3k. F. 为 连续 型 分 布 函数 , F, X wt 
HEAR. 
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1. 藻 4 是 关于 广义 测度 和 的 一 个 正 集 ，EE # , ECA WER E X 
于 和 也 是 正 集 . | 
Z.# 4 和 4; 是 广义 测度 入 的 两 个 正 染 ， 证 明 AU A 关于 入 也 
BEM, . 
3 EAER JACM) 0, MEF hi, M JA e 8 
4,. 若 和 是 多 上 的 广义 测度 , 且 4 只 训 有 限 秆 :证明 
A*(E) = suplAKF3:FCE,F € S) 
R(E) = —int(MCF3:FC E.F € S) i 
S.i mam 和 py 都 是 CaF) LARR, ERR m p, LE mE 
a, 和 mgp 可 挫 出 m&s EATA e R= EA 
M&M, 
6, 设 ins} 是 (2, 多 ) 的 一 个 请 度 座 列 。haf02S1 1 EXN 
AE) 一 $ mE), WEE 


Fai 


证 明 A EMR H hs 人 而 且 对 一 切 ”成立 
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7. 设 和 是 【9。* 节 ) 上 的 广义 测度 ,上 为 其 上 的 部 度 。 若 A«a, 证 
中 Atap, ap 和 |Ala, 
8. 设 24,4 是 两 个 广义 测度 ,其 中 是 有 限 的 ， 且 2<p, 证 明 对 任 
给 *>0， 存 在 # > 6 使 得 对 满足 1k(CE)1(E)<6 的 每 一 个 5， 都 有 
AKE ee, I 
$. 设 只 由 习题 1.8,8 ES, EC N, 3 定义 为 
p x E = Ų® 
ACE) 一 
+o, W F x Q 
F 为 N 的 一 切 子 集 所 成 的 0 代数， 上 为 F LARRE, 4 为 第 上 
的 无 限 测 度 * 证 胃 A«u, ngl, 
10. 利 用 习题 1.8,8 j Radon-Nikodym 定理 扩 26 SP E s 有限 
ME, 2 是 任意 测度 , 人 的 情形 ， 这 里 1 不 一 定 取 有 限 值 。 
11.(1) 设 是 一 不 可 数 集 ,F 是 由 为 可 数 集 或 0 一 EE 为 可 数 集 
BRA E RHE. E 
+o, # E 2 TEN 


mE) -| 
0， H 


8。 E AnA 
+o, E 为 不 可 数 集 
证 明 Agp, 但 Radon-Nikadym 定理 不 成 立 ， 

(2) 设 Q = [0,11, F E Q LR Borel f gEBrpR 38. HEF k 
的 计数 测度 , AEF 上 Lebesgue 测度 ， 证 明和 是 有 有 限 测度 生 2 < n, 
但 Radon-Nikodym 定理 不 成 立 。 

12.2, një (Q, F) La RRM, A«u, | = 4014， 若 
z€ M+( Q, Z 证 明 f 

feaa = feiau 


【提示 : e r m S PR R R A A aku PE] 
13. 设 2, n, v COF) 上 的 5 SRE. AAA 1.8,12 证 
HH: 38 2 2 fige, WA 


ACE) -| 


~ 


dy = f” dÀ 
du dÀ du ” 
E lap, i= 1,2, JER 
aà dha 


d 1 
-Jr h + 2.) = + 


M.E APES ARMEA < b R Ë < À iE 
ae 
dy dui dA 3 
35. 若 2 和 哺 为 测度 , 3 < F E 2 A DEM A=0. 
16. A E ME (RAIRE) FF 是 测度 ,证 明和 1 上 可 推出 
Atle, ip UR Mla. 
17. (0,7) ERA REIER O RR, ETIEN: 
CHAE) = cp(E), CÀ + PXE) = AE) + ACE) 
范 数 为 
人 al = {ula) 
Bigi Banach 200), 
18. 设 定 分 布 函数 F(x) 在 [as51 上 具有 连续 的 导数 ,证 明 F( z) #: 
{asé j EAI ESK, 


9” 测度 的 生成 


JER 本 节 讨 论 如 何 从 代数 ( 非 o 代数 ) 上 的 测 
度 扩 张 到 5 代数 上 的 测度 ， 本 节 定 义 了 外 测度 ， 讨 
论 了 外 测 产 的 性 质 ， 并 引进 了 jp* 可 测 的 概念 。 录 后 
证 明了 全 体 p* 可 测 集 组 成 一 个 g 代数 ，p* 是 这 个 
9 代数 上 的 扩张 测度 ， 如 有 林 代 教 上 的 测度 是 有 
限 的 ,那么 扩张 到 5 和 代数 上 的 测度 是 叭 一 的 。 


前 面 已 经 讨论 过 测度 的 定义 、 竹 质 以 及 与 它 密 切 相 关 的 
积分 等 。 本 节 着 重 讨 论 测度 的 询 造 。 这 -一 内 容 在 一 般 汶 度 论 
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著作 中 总 是 放 在 引入 测度 之 前 读 的 ， 因 为 这 是 建立 测度 概念 
的 基础 。 本 书 为 了 使 恋 者 先 接触 应 用 的 内 容 ， 因 此 测度 生成 
在 这 里 只 作 一 补充 ， 

测度 实际 上 是 区 间 长 度 概念 的 推广 ,为 了 讨论 的 方便 ,我 
们 以 Borel EHI Lebesgue 测度 为 重点 来 讲解 i 

ERKE C t CE ESE 9kh — a ,(—co,51,(a,+ co) 
和 (一 2 ， 十 oo) 的 长 度 是 十 ce， 有 限 个 两 两 不 相交 区 阅 之 和 
的 长 度 定义 为 对 应 区 间 长 度 之 和 。 如 ` 


E = Ü Ca; bs] 
那么 五 的 长 度 
I(E) 一 S Cbi — ai) 


imi 
TERETERE: e 代数 ) 上 的 测度 ， 考 虑 下 列 
形式 的 区 间 : 

(a,5], (—c,5], (a, +o), 《一 coy 十 o) 及 其 有 限 联 
组 成 的 集 类 “1.9.1) 
它们 不 是 e 代数 ,而 是 代数 ， 

定义 1.9.1 设 .sz 是 2 于 集 所 成 的 类 , 若 满 足下 列 条 


(1) aR DE, 
QG) # EE, WA (9 — E)€ ər; 


(3) # El, En't ' E, € or, 那么 它们 的 有 限 联 U Ei 


也 属于 .er * 则 称 .er ERA a 代数 

在 代数 上 可 以 定义 测度 的 概念 . | 

定义 19.2 Ee 是 口子 集 所 成 的 代数 ,是 er 上 广 
义 实 值 函 数 , 且 满 足下 列 条 件 ， 
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(1) p(B ) = 0; 
(2) a(F)2Z 0, % EE ey; 


(3) #(E,) 是 .mx 中 两 两 不 相交 序列 有 (U BLEF, 
那么 


w 


A ( Ü z.) 一 D a(E,) 


ARR -ar 上 的 测度 ， 

有 理由 认为 长 度 就 是 测度 , 王 面 我 们 证 明 这 一 事实 。 

引 理 1.9.1 ,er 是 式 (1.9.1) 形 式 有 了 跟 联 组 成 的 集 类 。 它 
是 丸 中 于 集 所 成 的 代数 , 旦 长 度 是 测度 。 

证 明 容易 看 出 .ez 是 代数 。 设 [表示 长 度 冰 数 ， 那 么 
定义 19.2 h (1), C2》 不 证 自明 。 为 了 证 明 长 度 满足 定义 
1.9.2 的 (3), 只 要 证 明 式 (1.9.1) 形式 的 可 列 个 集 之 联 仍 有 式 
《1.9.13 的 形式 (这 一 点 作为 习题 ) 且 可 列 可 加 ， 现在 我 们 只 证 
月 可 列 可 加 性 ， 

设 对 任何 a, EKN, b] EYE 
上 


那么 
D anbi) = D; — ai) 
i= J= 
= b, — a, < b — a = I((a, b1) 
申 于 # 的 任意 福 , 可 推 央 


D abl) < K(a,5]) (1.9.2) 
反之 ， 设 s> 0,e; 是 一 正 数 序列 且 满 足 218 < 2 

I = (a, — Sr b, + =) 

I= (anti + ei), 122 
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并 设 | 

(a,b]— |] Cais hil (1.5.3) 
这 样 , 开 区 间 序 列 rie N} EAT MEC] [a,51. HAM 
材 羡 定理 可 知 , 存 在 有 限 个 开 区 间 Iola" f, EEA [as bl. 
A 

6 == ú, < ga, < b, + 6, < ++ < a, < Ena + Sm 
= b < b, Em 

于 是 得 


5 去 (6 十 Es) — a, = > [( 5; + gi) — ay] 


f=1 


由 = 的 任意 性 可 知 
Klo b) < E Oi bi]) 
jmi 


把 它 与 式 (1.9.2? 对 照 就 可 得 出 上 在 .er 上 可 列 可 加 。 t 
KRAE LEMERE HA z 代数 上 的 测度 ， 需 
要 引进 外 测度 的 概念 
定义 1.9.3 若是 Q 的 任 一 子 集 ,定义 


nm*(B) = inf D, s(Bi) (1.9.4) 


<S Gi—a)+s< NORET 
fmi 


BC UJ E; (1.9.5) 
i 


- -j 
那么 pg* 称 为 由 测度 ë 产生 的 外 测度 。 外 测度 一 般 不 是 测 
Er, 
引 理 1.9.2 由 定义 1.9.3 定义 的 外 测度 at 具有 下 列 性 
it 


(1) #*C9) = 0; 

. (2) a*(B) = 0, x BC 9; 
(3) ACB P *CA) < pt(B); 
(45 # Be. MJ a*CB) = a(R); 
《5) # IB.) 是 于 集 序 列 , 则 
n+ ( U B.) = > m*t B,) 

性 于 (3) 称 为 外 测度 的 单调 性 ， 性 质 (5) 称 为 外 测度 的 “ 
BI u INE. 

证 明 《1),C2),(3) 是 定义 1.9.3 的 直接 推论 。 

(4) 因为 {B, 人 ,8 是 .or 中 的 可 列 序列 且 其 联 等 
于 8, 因 此 

HCB) S pCB)+tO+ --- = p(B) 

反 过 来 , 若 {E,} 是 .or pE], BC U E, PA B= 

UCENE.. A3 e P o 上 的 测度 ,因此 


CB) < aCBNE) < Y uCE) 
. x ( B) =< z *( B> 
FEDE. 
2 J WEARS), it e > 0 是 任 给 的 正 数 ， 对 于 每 一 个 * 在 
-xf 中 选取 一 序列 (E, 使 得 
B.C U En B D eE < GBH 
HT {E,}， ny REN E a 中 可 殉 集 ， t J UB, Pe 由 
天 的 定 尺 可 知 i 
„(Ù B.) < DD aE > p*(B„,) +8 
tm m= 15 =1 m j 
由 于 s 的 任意 性 ,(5) 得 证 .。 | 
. EO = 


a*t 虽然 可 以 对 号 的 和 有 子 集 定义 ,但 =* 没有 可 列 可 加 
性 ， 因 此 ,我 们 要 在 包 合 .er 的 代数 上 来 若 碟 ， 合 得 pg* 具 
有 可 列 可 加 性 . 

这 个 条 忻 是 由 Caratheodory 给 出 的 ， 

定义 194 Ec2, #*T OW UJ T a £ 

pA = u*(ADEJ + pr A— E) (1.9.6) 

HIER E RE na* 可 测 的 。 

全 体 p" 可 测 党 所 成 类 记 作 .er 

定理 1.9.1(Caratheodory 扩 张 定理 ) Any 可 测 集 所 成 类 
.是 包含 -ez 的 #5 代数， EEE .ezr* 中 的 两 两 不 相交 
集 列 ,那么 


„t(U s.) 一 D aE) (1.9.7) 
证 明 TROR G i a*t 订 测 集 ， 若 EE", PArt 
补品 一 五 .ozr*， 
下 面 我 们 证 明 ,er*# ATZEA. 假设 和 F 都 是 
4* TNR. BAHE ACA, A 
PCAN F) = pCANFNE)+ a*(CANF) 一 E) 
因为 Fey *, Mol 
g*( A) 一 a*(ADF) +t a*a — F) 
令 B— A—(ENF), HRH BAF =(ANF)— EH 
B—F= A 一 又 因为 RE er*， 所 以 
pr(4 — (EÜ) F)) = a*Ç€Ç ADF) — E) + p*(A — F) 
综合 上 面 三 个 式 子 得 : 
KYLA) 一 =*(A UEP YF) + aCA — CENF))Y 
于 是 ENFE r*, 由 于 .er* 关于 交 与 补 是 封 亲 的， 因此 
.at 是 代数 
现在 ,我 们 要 证 明 .sr* 是 z 代数 , 即 p* 在 .er* 上 可 列 


* LOF + 


— s" u — r wira s mie n — r s m. — 1. 


可 加 - Ék {E} 是 .er* 中 两 两 不 相交 序列 ， 百 一 UE, 出 
上 面 的 证 明 可 以 知道 
E, = Ü E, € or ™ 


kal 


若 4CG， 那 么 
aA) p*(AN F.) + ptCA— F.) 
一 > aCAN E) + Cd 一 下 
k=" 
因为 P.C E, 所 以 A— EC A — F,. & n— co, É EIB 
的 不 等 式 可 得 


E ANE) + aA E) < pr A) 
k&=1 
妇 一 方面 ,由 引 理 1.9.2(5) 有 
ar(4nE) < D nt(AN ED 
k=l 


s *( A) ECAN E+ s" A— E) 
把 最 后 三 个 不 等 式 联 系 起 来 可 得 
pA) = g*( ANDE) + u*ld— Ey 
一 > an*CAN E) + np*CA— E) 


k&=1 


这 就 证 明了 五 一 U E, 是 a * BJ3E6S. JR 4 = E n P 48 #ll| 
式 (1.9.7)。 
剩 下 的 是 要 证 明 .or 和 -er*， 在 引 理 1.9.2 (34) 中 已 经 证 
HH, Æ Ec. 则 (E) = pME), 现 首 我 们 需要 证 上 明 
E c .er*, BH EE ws 可 测 的 。 设 A 是 如 的 任 一 于 集 , 由 引 理 
1.9.2C5) 得 f 
BICA) < a*ÇC AD E) 十 #"*CA — E) 


-108 = 


为 了 建立 反 向 不 等 式 , 设 任 给 8 > 0, {F,} 是 .ex 中 的 序列 ， 
4CUP。 E 


Sl (JS a (A+ e 


因为 AU ECCF,NE) 且 A— ECU(FP.— E), hH 
1.9.2 (5) 得 


parCANE) =< P) pCFANMN E) 


a*(4— E) < > a (F, — E) 
因此 有 


a*(ANE) + p#CA— E) < D) {nCFN E)+ a (F,—E)) 


TF) "(A +a 


saj 


由 :的 任意 性 ,可 知 
p*(ANE) + np*C4 — E) < p*(4A) 
由 此 得 
“ n *( A) = nagK4 记 By 二 At 一 直 ) 
BU RJ at 可 测 集 , 改 J.C. r*. 
Caratheodory 扩张 定理 说 明 : .ar 上 的 测度 产 总 可 以 扩 
张 到 .er* 上 的 测度 a*, H .er 一 .er 。 B 
# EE. y", n(E)=0, BCE, A 有 ELe E. 
pCBD) 一 0， 这 时 .ez* 称 为 完备 0 代数。 容易 证 有 明 .sxr* 是 
完备 的 ， 
为 了 证 有 明 这 一 点 , 设 妇 是 避 的 任 一 子 集 , 由 引 理 1.9.2 (35 
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a*( A) = a*(E) + x*ÇA) 
Z =*( AB) + me — B) 
由 引 理 1.9.2(55 得 
下 四) < a*l An B) + a*l — BY 
因此 B83 是 pg* 可 测 集 且 
0 = #*(B8B)= s#*(E)= 0 I 

下 面 可 以 证 明 若 上 是 了 有 限 油 度 ， 则 可 以 唯一 地 扩张 为 
ez 上 的 测度 . 

定理 1.9.2 (Hahn 扩张 定理 ) 设 上 是 代数 ,wr 上 的 5 
有 限 测 度 ,那么 存在 .er*# 的 唯一 扩张 测度 ， 

证 明 ”定理 1.9.1 EE TERA c AI A H m* 情 是 
.ez 上 测度 。 为 了 证 明 唯一 性 ， 设 > 也 是 .er* 的 测度 且 在 
A Sagir 也 是 上 在 .er 上 的 扩张 测度 . 

先 假定 asats 都 是 有 限 测 度 . 

EE .r*, E, €... n= 1,2, H _ EC: U E, 
RX r Ew 上 与 重合 ,所 以 
»(E) < >( U s.) < 3108) = 22 nlE.) 


e=] 


故 
PCE) =< a#*(E), YEE .er* 
因为 at 与 都 是 可 加 的 ;所以 
HE z*(Q — E) = x( E) + (9 — E) 
"CQ — E) > {8 — E) 
w 
u*(E) < (E), YEE.g" 
u*(E) = ptE), YEE a * 
因此 s*a >, RH # EARME kE. 
Eik e Æo 有 限 测 度 ，{8.} 是 ,or 中 的 增 序 列 且 
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RE) < to, Q = UF,. 由 上 面 的 证 明 有 
a*[ ENDED = ENF,), WEE a" 
所 以 
u*( E) = lima*(ENEF,.)Y 
= limy EN F, ) = pl E) 

即 zz 与 在 .er* 重 合 . g 

从 上 面 的 讨论 可 知 ， 测 度 的 构造 如 下 : 先 在 代数 上 定义 
测度 ,然后 扩张 到 包含 .ex 的 wr* 上 的 测度 p*。 .ar* 是 一 
个 完备 s 代数 。 
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1. 证 棚 形 如 式 C1.9. 1 集约 全 怀 成 一 个 代数 ， 

3. 证明 形 如 (a,5).,( aaa T eo), ( 一品 ;+ co) 有限 联 的 金 
ORERE. Amh ce 产生 的 9 代数 是 Borel 代数 。 

3. 若 《e++eo)》 是 不 相交 列 (os 如 ]】 的 联 ,证 明 


>; KCassha J) =| + 


=l 


4.2 o RME 0<r < 1 BERAR, A 是 形 如 { E Q: a <r <ç 
B}, 045551, s,ó € 的 “ 半 开 区 同 ” 的 有 限 联 爹 体 ， 证 明 -we 古代 
数 . 

4. 藻 已 是 及 的 可 数 子 集 , 证 明 ES Lebesgue 测度 为 者 

Sit I, w (w,n + 1], sæt, ti t2., EC Ú (有 限 
BE), BA IEJ +oo。 作 一 Lebergue WIE, IE)< +o, 
使 得 I*{ENI1,)>0， 对 一 邹 »* 成 立 。 证明 当 且 仅 当 En1,, ea — 1, 
2y "是 Lebesgue 可 测 介 时 下 是 Lebesgue HMR, 

T. Æ AERE Lebesgue WFR E 8>0, 证 明 存 在 一 个 开 集 
G.G. na, 使 得 

M Aa G g 2) + 8 
8. 设 BÆ RA — F Lebesgue HAJT EH o>0, 3#OBCI, = (r, 


"Hie 


77" n w y a e vN . mmn o — me 


n+ 1];: 证 明 存 在 一 个 紧 集 上 ,CB 使 得 
. CK, EBEK + # 
[EaR AA. 24= 1. — B ] 
9. 若 4 是 RE 中 枉 一 Lebesggue 可 调集 ;利用 上 面 的 习题 证 最 
IC A = iat (1*(G); AC G,G 为 开 集 } 
ICA) = sup {iK JKC A,A 为 紧 集 } 
10.4 2 = 1* AR R ERJ Lebesgue WR, 4 是 一 个 Lebesgue 
FRR Acto. ERR e>0, 存在 一 开 集 它 是 有限 个 开 区 闻 


之 联 且 使 得 
|x, — žali = ACA) — AG a 


进一步 证 明 ,对 s > 0 EEEa E 
l*a 一 fll, = [u — fl, <9 
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# HAIA RRTM sP m 36 8; fc £ # 
z 代数 后 ， 讨 论 了 麻 积 测度 与 重 各 分， 案 积 测度 定 
MEETER RELARGA, Aiki 
ÆA Tonelli 党 理 的 工具 之 一 、 本 节 最 后 证 明 
了 累 次 积分 可 兖 摘 的 条 件 是 函 教 关于 订 积 测度 可 
各 一 一 这 就 是 著名 的 Fubini 2 mg. 


为 了 研究 多 维 随 机 现象 ， 我 们 必须 研究 牧 积 空间 和 乘积 
测度 ， 以 及 由 此 派生 出 来 的 重 积分 。 这 些 内 容 不 仅 对 于 概率 
论 的 研究 是 重要 的 ,而 且 对 于 调度 论 本 身世 是 基本 的 ， 

ËO FI O KM A 3E,.O 5 9, 的 策 卡 尔 刁 积 O, x Q, 是 
AF AA 《eol o) 《to € Dis “€ 2) 的 全 体 所 组 成 的 
3, BD 
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O, x O, = Too) 0 E A mE 0} 
如 果 ,与 29, 中 有 一 个 是 空 乐 ， 则 定义 A XA =e, 

PA 9, x Q, 也 称 为 乘积 空间 .。 

EX 1101 # (0, F) #f Cans F 都 是 可 测 空 
Ep, AEF BEF n 则 4 x BRY Z — Q, x Q, 中 的 可 
AER. A Z, BES e] ECAR, 

在 习题 1.10, 4 中 ， 我 们 将 证 明 Zu 中 任 一 集 可 到 表示 为 
Z 中 两 两 不 相交 的 有 限 个 可 测 垂 形 之 联 ， 

引 理 1.10.1 集 类 Z, 是 Zz 于 集 所 成 的 代数 。 

WB 显然 z。 中 有 限 集 之 联 仍 属 于 ZZ。 根据 习题 1. 
10,5 的 第 一 部分 ;可 测算 形 之 补 属于 26。 利用 De Morgan 
定律 ,Z, 中 任何 集 之 补 属 于 2， E 

EX 110.2 # (9, F) 和 (Ds, S ,) 为 可 测 空 间 ， 
HAREE AXB, AEF, B € ST, 生成 的 gg 代数 , 记 作 
F = SF X Sr, FORSR TN E N z A T N F 
3. 

F a) 和 (Q,, S xy 是 调度 空间 ,我 们 在 多 ~ 
FXF, 上 定义 一 个 测度 x*, 它 是 所 与 ?的 彝 积 , 则 - ` 

~ AX B)= a AWB}, AEF i, B € g", 
这 里 我 们 仍 约 定 0- (oo) — 0, 

定理 1.10.1 (Obi OP PR) # (Qu Sun) 3 和 (@,, 
多 vy 是 两 个 测度 空间 ;那么 存在 定义 于 F =. >x gr, E 
的 测度 =， 使 得 | 

AX B)— xC AXB), AE HI BEF, Ci.10.1) 
若 这 些 测度 空间 是 = 有限 的 , 那 妈 测度 x 其 唯一 的 , 

证 明 Ax 8 是 两 两 不 相交 可 油 矩 阵列 A; x B} 
联 


axa 101 sh) — X C, Xt ta, 
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— — aww mwanam a aa s su." a. ss Ñ 


一 > Kao Xa) AAE F BEF, 
固定 wm,, 对 ,积分 并 利用 单调 收 全 定理 ,可 得 
ze(oDxXB) — Da B12) 
RÍM 积分 再 利用 单调 收 伍 定理 ,得 
LAPB) 一 > aA PC Bi) 


imi 


设 EE Zoo 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 


E— |] (4; x Bi) 


iwi . 
其 中 4 x B; 是 两 两 不 相交 的 可 测 和 矩形。 如 果 我 们 定义 
xE) X 


m (E) = X pC ADu(B;) 


根据 1.9 节 的 讨论 ;,w 在 2。 上 可 列 可 加 . 由 定理 1.9.1 知 存在 
m FEME ~, EED Z, 生成 的 "代数 多 上 的 测度 。 因 
为 * 是 x 的 扩张 测度 ,因此 式 (1.10.1) 成 立 , 

mE {81 SF, p) 和 (2 Far) 都 是 0 有限 测度 空 
Jj, BZ =, 是 Z EAI e AIRE, B Hahn 扩张 定理 ,满足 
式 (110.1) 的 扩张 测度 = 是 唯一 的 . E 

定理 1,10.1 说 阴 了 在 由 可 测 上 矩形 产生 的 = RAF E,W 
EA (1.10.1) 的 调度 的 存在 性 ， 这 种 测度 = RRE. 
# F 和? EJ ç 有限 ;那么 它们 必 有 唯一 的 张 积 测度 。1.3 节 讨 
论 的 扩张 定 到 保证 了 这 种 测度 的 唯一 性 、 然 而 ， 如 果 g 和 > 
3F3F # 有限 的 话 ,在 习题 中 可 以 看 到 ，Z 上 可 以 有 两 个 不 同 
的 测度 

为 了 讨论 关于 乖 积 测度 的 积分 ， 我 们 先 引 进 下 列 概 念 。 
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定义 110.3 若 ECZ = Q, x Q, B. men, BZ. E BS 
t, W Ll yE S 20 
Eu 一 {0E Qi: Censo) € E) 
FF ERI t #k 129 
Eo — {om € Qi: Conso) E E) 
# f 是 定义 在 Z 上 取 值 于 六 一 【co 二 oo] 的 函数 ,于 
JE f BJ o, ROE Q, EASRA A, RI 
fakin) = Fims wm)s t, € ü, 
f 的 由 截 口 P. 是 Q, ERIRE 
fa, =a fs 02), m, E Q, 
引 理 1102 若 巨 是 Z 的 可 测 子 集 , 那 么 
(1) 瑟 的 每 一 个 蕉 口 可 测 。 f f 
(2) 若是 定义 在 Z ERETT RAMAN, 那么 了 的 
每 一 截 口 可 济 . 
证 明 (O) # E= Ax B H o OQ, WA ER oR 
口 为 


B, € A 
E. — Í 
Q, “us SA 
设 是 多 中 每 个 截 口 均 可 测 的 集 所 成 的 类 ,那么 可 测 
FEE À x B € Z#, 
容易 证 有 明 实 际 上 二 一 多 (习题 1.10,9) 
(2) 设 a € Q, z€ R, WA 
(o, E 0,: Í. res) >a} 
一 {m É Q.: Í Ceneo) > a} 
= {CsE Q, 7 Q,: Hn) > aba, 
因为 是 多 避 测 的 ， 所 以 所 .关于 52, ul šN. A E 
jo, 关于 F, N, i 
ol ERNO (k RRE RENAR, 如 果 对 于 
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“和 中 的 任何 一 个 单调 集 列 (E, ,都 有 
. lm E, € A 
则 称 .去 为 单调 类 ， 

设 .mr 是 (或 Z) 的 某 些 子 集 所 成 的 非 空 类 ,5 EnA 
.oz 的 最 小 5 代数, 称 为 由 .er 生成 的 代数 ， 记 作 Sr), 
A 是 包含 .ez 的 最 小 单调 类 , 称 为 由 .ar 生成 的 单调 类 , 记 
作 AAL) 

引 理 1.10.3 2 代数 必 为 单调 类 。 

证 明 jk SZ 是 0 代数 ，{4,} 是 一 单调 集 列 ， 晶 AE 
多 ,由 于 多 关于 可 列 和 运算 封闭 , 故 当 {4,} 单调 增加 时 有 

mA, = UJ A, 8 5 


*w=1 


由 于 F 关于 可 列 交 运 算 封闭 ， 故 当 {4.} 单调 碱 小 时 ,有 


mA, = Í) LEF 
s=i 


这 就 证 明了 F 是 单调 类 , E 
SKa) EEE .er 的 5 代数 ,由 引 理 1.10,3 知 它 是 单调 
类 ,而 -ker)》 是 包含 ,er 的 最 小 单调 类 , 故 ` 
MALEC) 
8801194 若 ,er 本 身 是 代数 ,那么 
A 一式 or) 
证 明 上 面 已 经 说 过 —e#(. Z C SC. 2. 为 了 证 明 反 
府 的 包 售 关系 ， 只 要 证 明 —(.or) 是 一 个 代数 就 足够 了 ， 
EJE Alar ) 是 代数 又 是 单调 类 ,那么 它 必 定 是 ga 代数， 
(这 一 点 容易 验证 ,我 们 将 它 禄 作 习 题 》 
对 于 任意 一 个 集 Ee, Vi 
KKE) = {F|F E M,F — E,E — F EUF €A} 
设 {fF,} 是 KE) 中 任 一 笔调 集 列 , 刚 
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E— P. é A, P. — EER, P.U E c MA 
BERRA (E — F,},{ 记 ,一 EJ {F, UE} 都 是 单调 的 ,因为 
A RAAR 08 FHS= 4-Pr 905 IE SER T Ai 

lim(E — F,) = E— lmF,, EA 
lim(F, 一 E) = Hm F, — E, €E 
lim( EU F,) = EUlmF., EA 
所 以 mP. ECE), RHA CE) RRRS, 
现存 证明 ALa) 是 代数 。 记 
KCA) IB]BC0O H A— B,B — A, AU B 
. 都 属于 Ala) 
由 于 KA) 的 定 广 中 4 和 B 的 地 位 是 对 称 的 , 故 B <€ aÇ. A) 
与 Ac. (B) Si. EF w 是 代数 , 故 对 于 任何 AE, 
Be. VA BELAJ, W Cela) 上 面 已 经 证 明 
x (A) 是 单调 类 , 故 
A CK A) 
即 对 于 AE .er ， BEAC) A 
Bes(.a5, BH A< xC B) 
因此 当 BEAC) 有 时 ,有 
a CB) 
由 于 s.(8) 是 单调 类 , 故 得 (or)CrtB8), 这 就 是 说 ,对 
于 任何 AEL) BEAC) 部 有 AEB) h 
KCB) 的 定义 知 A— B,B— A, AUBE ACh H oE 
AL 枚 AEL ERR, I" 
由 单调 准 引 理 知 ,包含 了 代数 .ee ARRAES Ho 
生成 的 代数， 
5I 1.10.5 设 (QF iu) 与 (Q, Far) 都 是 4 


»=1l7 » 


ET re i O E E maiaa m + 


ARMEA, BeF 一 S, x F a 那么 
Flon = W E. >, gC) = pC E) (1.10.2) 
EMAR, E. 
Í. fda = xC E) 一 |, z dy C1.10.3) 
证 明 ”首先 我 们 假定 测度 空间 是 有 限 的 ,并 令 
M = Isa >; | jda = =( E) 一 í. ed 
”我 们 将 证 明 型 一 .多 ,这 只 要 证 明 弄 是 包含 代数 2 的 
单 凋 次 , 事实 上 ,车 E = 4 X B, AEF n’ BEF ,, 那么 
fC) 一 Ka A B), gC) >= XC dul A) 
| ida ~ AWB) =] odv 
因为 Z, 中 尾 一 个 元 素 可 以 写成 有 限 个 不 相交 和 卸 阵 的 联 ; 所 以 
ZN . 
MEI MERR, 设 (E. 是 及 中 一 个 增 序 列 ， 
UE, 一下， 所 以 
fCro) = KCE n)a) Bsn) ACE, Ja) 
P=] NAA E. 
|. fn 一 区 ED 一 | za 


U.Y la.) 是 两 个 单调 增 序列 , 且 分 别 收 伍 于 
fim) 一 K Eo,), gClann) = gt Ea) 
= 是 测度 ,利用 单调 收敛 定理 ,得 
j, fdu = (E) 一 人 gdy 


所 以 E€ M. AEH, E {F.} E M pih R REA, 
=, 
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如 果 测 度 空 间 是 = 有限 和 的， 避 一 29, x On O ERETI 
{2Z,} 之 和 且 elZ.) 一 十 oo。 利用 上 面 的 讨论 和 单调 收 伍 定 
理 得 


[ons fen = ENZ.)— fo 


由 积分 及 测度 的 可 加 性 3 引 理 得 证 ， I 

定理 1.10.2 (Tonelli 定理 ) 设 (0,7 pa) 和 (8,， 
Fn) 是 z 有 限 测 度 空间 , 中 是 Q 一 O, x Q, 上 取 值 于 天 
的 非 负 可 测 函 数 ， 那 么 下 烈 函 数 : 


Fem) 一 j. Pady, gCo) = fa pade C1.10.4) 
AMERRE 
j. fda 一 j. pdr = |. gdy (1.10.5) 
换 名 话说 
|, (fa $a) da = |, par—) (J, pdp ja (1.10.6) 


证 明 车 由 是 多 中 集 瑟 的 示人 性 函数 ， 由 引 理 1.10.5 可 
知 ,命题 成 立 。 由于 积分 具有 线性 ,因此 本 命题 对 于 简单 可 测 
BRR. 

若 中 是 定 尽 于 Q, RAFE DERIER TINE M. 由 引 
理 1.2.5 知 ， 存 在 一 非 负 简单 可 测 函 数列 ç, 单调 壕 地 收效 于 
ó. Æ 


Palio) kus J. (Pe Yo ds, ZOA Chao du 1.10.7) | 


则 pas a EFRI B IRRA, pe 一 f, da > z, 由 单 
A Sy s BE 45: 


fa fdp 一 im], padu 一 fm | pdx 


= 1i» 


- imf, pudr ~ j, gdy 
PRA 
| pdr 一 im | pdw 
o a 


式 4410.5) 得 证 ， 8 
在 习题 中 ,我 们 将 看 到 ， 如 果 中 不 是 非 负 通 数 或 a, v 不 
是 有限 ,那么 Tonelli 定理 不 -~ 定 成 并 。 
定理 1.10.3 (Fubini FPR) 设 (Os 多 |, z) 和 CO, 
多 ,,v) J z 有 限 调度 空间 , < 是 多 — 5 x 5, Lu 
ORRE E 8 一 Q, x Q, 上 定义 的 实 玖 数 p, 关于 = 
可 积 , 那 么 存在 广义 实 函 数 


fa) 一 j. Pads gCon) 一 j. sdm 《EL10.87 
有 有 限 积分 且 
Jo fdu = P pde = j, edo (1.10.9) 
换言之 
|, (J. bd) du = Í. bdr = j. (fa ddu )dv (1.10.10) 


| 证 明 因为 和 关于 = 可 积 , 由 的 正 部 et 与 负 部 中 也 可 
积 。 光 于 $+ 利用 Tonelli 定理 得 


[Pelee 
.对 于 中 有 

J. f du = Í, Q” dx == ja r 
因为 这 些 积分 均 次 限 , ik 

|a tan ~ ,er |, ea ' 
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从 习题 中 可 以 看 到 ,如 果 中 不 可 积 ，Fubini 定理 可 能 不 
RI ` i 


X 是 11 


1.2 ACD, BCO, GAR BEAAM, WH 4 x B —<— 9... F h 
3, 4 x B = S, PAALA B = =, 

2. ACD, B.C 9,, Yi 1.2, BH. A, x B, > Á; x B,, EH 
A = A H B, = B, 

sE GCA, BCO ii 一 192， 证 骨 

(A, x BIUCA x B) = [CA A) x B} 
U[(A VA.) x (B. U8,>1U[4A, — 4.) x B] 
SINB 31 C AE3Z, 

4. 设 《2 区:) f COF) 都 是 可 调 空间 。 荐 AEF BEF, 

Mi = lafaa WERA 
U CA; x B,) 
可 以 写成 4 = o, x 0, 中 有 限 个 两 两 不 相交 的 炬 形 之 和 |， 

5i Aic, B; Q,, Aj 一 132， 证 明 

(A, x B,) — CA, x EB,) = [C4 ñ A,) x CB, — 8,)] 
ui — A.) x 8.1 
ÇA, x BONA, x B,) = (A, N A) x (B, ñ B,) 

6. 下 一 【一 so0seo)， S JE Borcl ECR a) 是 可 测 空 间 , 证 
明 好 x 玉 中 每 一 个 开 集 都 属于 2 B, WEE, Axe 是 由 RxXR 
中 开 集 生成 的 o 代数 ( 换 句 话说 , axa ER x RER Borl 代数 )。 

7. 了 和 8 分 别 是 Q, Ma LARRA. iE 2, 可 调 的 。 > 
是 至: 可 测 的 , 且 


ACO a0) = fC, JECO) 
EH A E # — #, xF NR. 
B. EARE- ITE, S 
T(E} = ((z,y)€ R x R; =— y€E) 


# EE a, 证 明 Eea x s, HAARE, E FC) 是 只 上 
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的 Borel HANAR, A ry) = f(x — y) EF Eg N, 

$. 设 EF 和 FF 是 Z—X x Y 的 子 集 ， €X, 证 明 (E — F). = 
E, — Pj; 着 (EJ) $ TRECU E) = U (E... 

10.0 = N = (lz 小 ， 上 是 计 点 测度 ,区 ÆN iF, CO, 
Fy) 是 测度 室 间 。 设 (7,@ yn) 是 任意 测度 空间 ， 证 明 Z= o x Y 
中 的 于 集 玉 , 当 且 仅 当下 的 每 一 个 茂 口 8. € 多 Br, EEF x %. 还 证 
明 在 这 种 情形 下 ,存在 唯一 的 乘积 测度 =, H 


(E) = > W(E,), YECF x @ 
tE z J R ËJ R] R|pa 38k BJ 362 AEREN f, ÉE S PJ aN, 更 进 一 
EPEN: Ra) 


>J: HIC 


s= 


ÚK Ri f 38 T x 可 积 ,此 时 


j. - Si, 14] = ( [> A 


31. 设 天 和 YY 都 是 单位 区 则 [0,11, 人 2 与 多 都 是 [0,1] 中 Borel + 
ERROS. 是 中 上 的 Lebesgue ME, v 是 多 上 的 计 点 测度 。 着 
D= {fry} z= y}, ERDE Z= X x Y 的 可 测 子 集 ,但 


ESON 


{如 困 上 与 v RE o 有限 , 则 引 理 1.10.5 可 能 不 成 立 》 

这 .车 fF 基 DD 的 示 狂 函数 ，D 是 习题 1,9,11 中 所 讨论 的 集 。 证 明 
加 果 上 与 v 不 是 0 有限，Tonelli 定理 可 能 不 成 立 . 

13. 用 习题 1.9, 10 中 的 例子 说 明 当 (Ys %, r) 是 任意 测度 空间 ， 
CF a) 是 计数 测度 上 和 NN 自然 数 集 组 成 的 测度 空间 ,Toneslli 定理 
成 .让 

14.35 tna >00, m,n € N, YEBA 

之 之 "- 一 之 È tma +e) 


15, 设 


” 1232 ° 


+I, 3 m = 
人 
0, 其 他 场合 
证 明 


D Zest g eeni 
(Fubini 定理 中 可 积 性 的 假设 是 不 可 少 的 ) 
16. 设 1 是 (Q, ,Z,,u) 上 的 可 积 函数 ,是 〔Di， Fas r) 上 的 可 
REAA MH 
AC, sm) = HD Jeca) 
# x JÉ e 53 RRR ENA A E x aR El 


fsa h az 外 sa] 
ü, 
其 中 o= Q, xd, 


17.8 CD. #,, u) 5 (0, F, r) Ë c 有 限 的 ， E, FÆST 
S, x #,. #* 


(E, ) = pC F. Js W0 € Q, 
证 明 x(E) = =w(F). 


第 一 章 测 验 题 


1. 选择 题 
选择 最 符合 题 意 的 管 案 ， 


C 以 原点 为 中 心 + 为 半径 的 开 贺 记 作 4,.: 那 公 lim sup A, = 


A. dR; B、 开 单位 园 ; C. 闭 单 位 国 ; D， 非 以 上 答案 。 
Q) 若 靖 是 代数 上 非 负 有 限 可 加 集 函 数 ， 福 ; 4, er RED, W 
mw j 
， Rt. 


bE pS B ($ 4.) = Euan; 


e.i x=1 
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i= =I n. s n a u wara iima —' Qa ei. 


c. {5 4,)> D uA); D. (3 4,) x D MAN 


k>} tol 用 一 上 Ky 


G) # AC 0,Z Co) Rh ABU SEED RK, HI) Xa 
A. HAG 5. 不 可 测 ; C. 不 一 定 可 视 ， 
(4) Æ CO,S ) 为 可 测 空 间 ，。f: R 的 函数 :对 任何 ehdo 
si € F, W RFF 
A. TA; 3. REW; &. 不 一 定 可 测 . 
《5) 着 是 各 上 的 多 可 融 函 数 : 旭 i CEF IMMA, EZ 
A. 34k; B. RA C. / 不 可 测 . 
Cé) 对 任何 实数 5， 人 如; Ho) 一 中 < Wy 是 _，。 
A. TWAN: B， 不 可 测 示 数 :《， 不 一 定 可 流 。 
C7) f 可 积 ,那么 _ 
À. PHIR; B. pO 35 H 均 可 积 ; 
€. PAR 不 可 积 ; D， 非 以 上 答案 . 
(8) # A, 和 4 是 广 闵 测度 友 的 两 个 正 党 ,那么 4 U, ， 
À. AJ iF3R; B. EEM; 
c. 可 能 是 负 集 ; D. 不 一 定 是 正 集 . 


(9) ERB 上 的 测度 ,P* 是 外 测度 ,那么 并 是。 __， 
A. H(A) 上 的 外 测度 ; B. (Or) ED NIE; C. wr 上 的 外 测度 ， 
C10》 几 乎 处 处 收 分 的 函数 列 必 依 测 座 收 化 . 这 一 命题 。 
A. 正确 ; B. 不 正确 ; C. 有 条 件 地 成 立 。 . 
2. 证明 题 


O) 设 5 是 代数 ; ?是 多 上 的 0 有 限 测度 ， 
w= fa: AERLE) B. AEF, MA, <co, AC Ú al 
这 里 F) RRES F 的 最 小 o RERE = F), 
(2) I& (OF sn) 是 有 限 测度 空间 :着 hei EA i 
用 这 里 j 和 ? HALERE RRE AT MAR. 
G) 着 eos f falios NES fa 一。 
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W-E ” 鞭 与 寺 型 序列 


平稳 随机 过 程 ,马尔 可 夫 过 程 , 团 和 糊 机 微分 方程 理论 都 
是 近代 控制 理论 的 重要 数学 基础 . 现 有 的 随机 过 程 书籍 和 随 
机 系统 方面 的 书籍 都 于 分 详细 地 讨论 了 平稳 过 程 、 马 尔 可 去 
过 程 理 论 龙 其 是 平稳 过 程 以 及 它们 在 控制 理论 中 的 应 用 ， 但 
对 蒜 和 随机 微分 方程 的 内 容 却 只 作 了 简单 的 介绍 .有 的 随机 
系统 书籍 甚至 于 忽略 了 这 一 重要 内 容 . 然而 在 近代 控制 理论 
文献 中 蒜 和 随机 微分 方程 的 内 容 愈 来 愈 多 地 上 出现 ， 并 显示 出 
了 它们 强 有 为 的 作用 . 这样 ， 编 写 以 控制 论 为 背景 的 鞍 和 随 
机 微分 方程 书籍 就 显得 十 分 必要 . 本 章 和 下 面 的 两 章 ， 就 是 
为 解决 这 一 客观 需要 而 掘 写 的 ， 

例如 ,在 系统 办 识 , 目 道 应 控制 、 鸽 计 理 论 和 信和 叶 处 理 中 
常常 归 考 虚 收 化 性 和 渐 近 性 态 问 题 。 这 些 问 题 涉及 到 相依 随 
机 序列 < 或 过 程 ) 的 极限 和 浙 近 性 杰 问 题 。 寺 与 压 弄 序列 具有 
优良 的 极限 狂 质 和 源 近 性 态 ， 因 此 很 自然 地 成 了 解决 这 些 癌 
题 的 基本 工具 之 一 . 

在 本 书 中 ,我 们 利用 第 一 章 的 测度 论 知 识 , 来 讲解 著 的 有 
关 基 本 定理 ， 这 比 阅 读 专著 方便 得 多 。 如 果 你 在 控制 论 的 书 
籍 ,文章 中 电 到 了 超出 本 书 范围 的 内 容 ， 由 于 你 阅读 了 本 书 ， 
有 了 一 定 的 基础 知识 ， 因 此 在 阅读 参考 书 时 会 感到 很 方便 。 

本 章 首先 介绍 疑 率 基础 概念 和 条 和 件数 学 期 诅 ， 然 后 合 绍 
廷 . 停 时 .平方 可 积 拷 等 基本 概念 ， 最 后 证 明 抽 的 基本 收 合 定 
卉 以 及 责 型 序列 的 有 关 收 化 定 还 ， | 
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21 概率 基础 概念 


摘要 + 6 8 & 8 x pt fs p 65 £ + let Š: 5 Nl 
度 论 中 概念 之 间 前 对 应 关系 。 概 过 是 正则 测度 ， 随 
机 变量 是 名 -可 测 溃 数 ， 数 学 期 望 是 积分 等 等 . A 
有 时， 还 引进 了 相 石 独立 与 无 限 维 来 积 空间 的 概念 . 


概率 论 是 研究 随机 现象 的 数学 理论 .所谓 随机 现象 是 指 
在 一 次 成 验 前 不 能 确定 其 结果 ， 在 大 量 试验 中 有 了 明显 损 律 些 
的 那 一 类 现象， 例如 撞 一 硬币 ， 其 结果 是 国徽 朝 上 {( 记 作 H) 
还 是 字 朝 了 ( 记 作 丈 )， 在 朱 手 前 是 无 法 确定 的 。 IH KB 的 
试验 者 明 :在 大 数 次 投掷 下 出 现 互 和 出 现 W 的 次 数 几 乎 相 
等 。 人口 统 计 表 有 明 : 生 男孩 的 各 率 与 生 女 孩 的 概率 大 致 相等 ， 
更 精确 地 说 男孩 出 生 的 概率 为 0.517, MAAHERRA 
0.483. 

在 搓 症 币 试 验 中 我 们 把 出 现 互 和 喘 现 征 的 情况 都 称 为 随 
机 事件 。 必然 事 件 是 出 现 袁 或 W, 不 可 能 事件 为 醋 不 出 现 品 
又 不 出 现下 。， 这样 我 们 把 瑚 机 事件 与 可 测 空间 联系 了 起 来 . 
我 们 把 

Q = íH, W} 
BUAR EE PE, O RA H, W 称 为 基本 事件 ,而 
F — {[0, H, W, Q} 

HA 代数 。 F 上 的 测度 P, 具有 P(Q)= 1 的 性 质 ， 称 
为 概率 。 在 这 里 


PCH) = PW) = L, PCO) = 1, PQ) 一 


一 般 地 说 ，(《2， 多 P) 是 一 测度 空间 , 若 吕 中 的 点 记 作 
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ws 称 为 基本 事件 . MA 是 上 的 子 集 所 成 的 5 代数 ， 若 EE 
F ,那么 EE 称 为 随机 事件 .PC0) 一 1, 了 称 为 概率 浏 度 . 

HFP) 一 1,P 了 也 称 为 正则 测度 。 概 率 测 度 P 具 有 如 
下 性质: 

(1) P( A) > 0, YAE F ,; 

(2) P(O) = 1, PQ) = 0; 

(33 E Aje. i= 1,2,-.., A, 是 两 两 和 不 相交 的 集 
列 , 即 ANA m A, í se j, MBA 


| P (>, i) 一 > PCL) 

很 明显 这 三 条 性 质 ,也 可 以 用 以 定义 烽 率 测度 , 即 多 是 
a 代数 , 了 是 多 上 的 非 负 集 函数 , 若 满足 以 上 三 条 则 称 为 概 
率 测度 . 

为 了 今后 讨论 的 需要 ， 我 们 把 多 中 和 企 何 概率 为 零 的 集 
AARTE BCA) 8 都 算 作 随 机 事件 ， 即 PEA) 一 0， 
BCA, N) B e Z B.P(B)= 0, 这 就 是 说 , (Q, F, P) 是 
完备 测度 空 阐 ， 

设 Ae 多 iSi, WRI fioha) 有 


P(N 4 _ Il P(A) (2.1.19 


则 称 随机 ,事件 As 4 相互 独立 . 

EF RQ TF SPOR AS e 代数 ， 只 要 AE 2, A 
AE 5 MA 5 Jo S Bo QO. A i= 1.2... 
都 是 多 的 子 9 代数 ， 如 果 对 任意 足 标 集 Gol, i AUR 
任意 A € F A -tset 都 相互 独立 ， 那么 称 z 代 煞 多 
F to EIR, 

SHE 2.1.1 (Borel-Cantelli 5|) 设 EnEn" 38 
示 一 事件 序列 ;如果 


= 4137 。 


me e m a 


DPED) < oo (2.1.2) 


dul 


那么 
PClimsupE,) 一 站 (2.1.3)5 


证 明 因为 


limsupE, == 门 U E; 


a1 =r 
”而 LJ ERA FERN, 由 测度 的 连续 性 [3 引 理 1.3.2(2)] 
可 知 


P(limsupE,) 一 rim U E.) = lim P( Ü E,) | 
= 四 k=" 


< lim > PCE4) 一 0f 由 式 (2.1.27] Ë 


引 理 21.2〈Borel-Cantelt 引 理 ) i} E, En- -eith 
立 的 事件 序列 , 且 
> P(E,) 一 oo (2.1.4) 


那么 g 
P(limsupE,)=1 C2.1.5) 
证 明 因为 
P(Hrnsup E.)= lim 
(limsup E.) üm P ( U E.) 


-h= 2) 


更 一 本 
由 事件 独立 性 知 
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P(N E;) = TI a — rE) 
&=u tan 
因为 0 P(E) =< 1, BEFAL -r = e7, 有 
Jl! (1 一 P(E,)) < JI e FEt) 
k=. k= 


=-= exp( 一 > P(8,)) 


Bp 
P(N E4) < exp( — > PRO) 
K . 
D E= 
所 以 _ 
P(N FE‘ ) 一 0 
£ PllimsupE,) — 1 B 


推论 21.1 若 瑟 .是 独立 事件 序列 ,那么 
(0, 当 S) PCE) < oo 


asl 


P(lmsup E,) = a 
"> li, 当 X) P(E.) = oo 
证 明 由 引 理 2.1.1 和 和 2.1.2 HBA. f 
推论 2.1.1 RX Borel 的 零 - 考 律 。 
在 直观 概率 论 中 ,如 果 每 次 试验 的 结果 , 可 以 用 一 个 实数 
瑟 来 表示 ,而且 对 于 任何 实数 *， 志 x” 有 确定 概率 ， 则 我 
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们 称 天 是 随机 变量 .下面 我 们 用 测度 论 的 术语 进行 分 析 : 

首先 注意 定义 中 “每 次 试验 的 结果 , 可 以 用 一 个 实数 筷 来 
表示 ", 这 就 是 说 ， 我 们 在 基本 空间 Q 上 定 浆 了 一 个 实 值 函数 

Xlo, xo € Q 
另外 ,定义 中 “大 所 x*” 有 确定 概率 ， 是 指 对 于 一 些 最 简单 的 
复合 事件 ,如 | 
lol Xlo) < z} (2.1.6) 

它 应 该 娠 于 事件 ç 代数 多 ,因而 可 以 确定 它 的 概率 .。 注意 
到 (2.1.6) 式 和 第 一 章 的 引 理 1.2.1, 不 难 发 现 用 测度 论 的 < 
语 来 说 , 酝 宙 变量 就 是 关于 o 代数 .多 可 沽 的 可 而 函数 ， 

随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 是 重要 的 数学 特征 。 数 学 期 
刻 指 随机 变量 取 值 的 平均 数 。 当 随 机 变量 只 取 有 限 多 个 值 
xG = 1,2,.…,#)， 而 取 x, 值 的 概率 为 p. P, XONAR 335; 
值 应 该 是 [用 EX(w) 表示 X(w) 的 数学 期 望 ]. 


EX Cw) = > x; Pi C2.1.7) 
挤 一 种 写法 ， 设 
Xlo 一 5 XiX a; 


it 


这 里 Ln4 = 8G = D, Ú A=, FE XU) 就 是 简 


HAR, R (2.1.7) ef Ahal PR Xe) 关于 测度 了 的 积 
Sy, AHE, 3 XCw) 取 值 于 一 co: 十 oo) 时 ,类 似 于 可 测 函 
数 的 积分 应 该 有 
EXC) = Í xa? (2.1.8) 
方差 表示 随机 变量 偏离 其 数学 期 望 的 程度 ， 可 以 用 下 式 
REM: , 
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Var Xlo) = E[X( 6) 一 E X( o): (2.1.9) 
REI XE) or > 0 的 数学 期 望 称 为 随机 变量 XCw》 
的 + Er; |XGo)— BXKo) 的 数学 期 望 称 为 7 阶 的 中 心 
ECX Co) 一 BXCW))CY(Cw) 一 EY(wm)) 的 数学 期 望 称 为 随 
机 变量 Xlo) A YLw》 的 协 方 差 , 记 为 
Cov XCDY wo) = ECX — EX LY (o) — EY(o)) 
假设 X, Y E E py 2k HJ PR05956 L3E SL, ARTA AE 
月 下 列 不 等 式 : . 
引 理 2.1.3 (C, 不 等 式 ) 

E|X+ Y|' = C,(FE|X|' + E|Y|” (2.1.10) 
“reitel; 当 r 之 1 时 'C, — 2. 69034 r — 2 
时 有 

ElX+Y| < 2E|X|: + 2E|Y |? (2.1.11) 

证 明 
《1) EER ab E R 有 
|a + b|'= C dal + ell 
其 中 
c-i a 0 <+ < 1 
21 rel 
Wr l; 作 畏 助力 数 pir) 一 z+ ry, z€ (Ú, 1), 
于 是 - 
pia) = ra! rl — zy“ 


E ODRE, pd 有 唯一 的 平衡 点 z— PE BD 
il 
9 (3)- ° 


容易 验证 p” (+ >0 


因此 pG 在 《0,1) PS, z -1 处 取得 最 小 值 , 即 在 
ré (0,15 时 


1 1 
qp (e) >9( 寺 一直 (2.1.12) 
再 令 e= — L, hC) 可 知 
lal + jèl 
l laj" _ laj F 
n <a + ET) 
于 是 | 
le + bS mlaj + 2 "8" (2.1.13a) 
对 r< 1: 由 于 
b ral la r-l 
Gan) <, Gir) <1 
因此 


le +| S Cla! + jbl y 
= Ü! +a 十 IP + a ' 
=< el 十 六 | (2.1.13b) 
由 式 (2.1.13a) 和 (2.1.13b) 可 得 
IX+ Y| < C,|X]r + CH 
由 积分 性 质 引 理 1.4.2(a) 和 推论 1.4.1 可 知 
E|X+ YF =< C,E| X|" + C,|Y l i 
引 理 1.4 (基本 不 等 式 ) itr, a> 0, EIX # E, 那 


Z. 


FUE PIX >a ay< EX Gug 
su a 


证 明 令 A= (XI 2 aj, k PA > 0 
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而 县 
Eix = Í Ixl'ap + Í _ [xl'ap 
A 4 


因为 
AERO < | laee we (2.1.15) 
所 以 f 
X |"dP X| aP EX] 
PK 人 < < <f ELU 
<Í ix < z (2.1.16) 
由 式 (2.1.15) 得 
X|"dP 
PA Lixa 
(A) = supl X|” 
由 式 (2.1.16) 得 
| [xia ~ BE 一 人 Eee E| X|" — a 
因此 . 
PC > > E|X[|' — oar E 
supl XI” 
J & 21 


1.2 (8, F, P) 为 概率 空间 ，{X,} 是 陆 机 变量 序列 。x 是 可 积 随 
机 变量 , 才 


- fix. — X| P0, Ar>0 


刚 称 x, A L, KAF X, 记 作 X.N, ' 
证 明 G) 大 x. e L,, ElX, — X'—0, BA KEL; 


MË x, Dax, ocr <r, BA x, T, 


2 .用 图 总 结 几 乎 必 热 收 伍 , 依 测度 收敛 与 志 - 收敛 之 间 的 关系 . 

3. 把 测度 论 术 语 与 撤 罕 术语 之 间 的 关系 写 完 全 . 

4. 若 gs 是 [0cc) 王 的 非 负 Berel FT RES 20,243 raray 
ga 8), 证 时 


P[ |w | z#]=< a K ON 
S.E 3 HI 38 | X| LB BJES LEER (HD LP ak X ARO Pl, 
关于 + 的 西 函数 logE|X E + RRR. 
6. 李 亚 普 诺 夫 不 等 式 ; 设 u, = E|X|, Æ rar, E A 
ER UTR El, 
?. 证 朋 ; 当 且 权 当 存 在 一 个 s, 序列 ;日 ss 一 0 使 得 


PEU [lX,—x|2>s,D-0prx, xX 
A>u 


22 ATAR EA 


提要 + 5 3 2-3 g E 45 Z 3. u 2 M +. 
ET AP|R 2 tita (K B QS 3 kaku k. 
+K M uE K P| R| KOK ak, MATERA 
Pk. AZ, RERE. HILIAA TAE 
量 特 钙 通 数 的 归 念 。 并 证 明了 分 布 函 艰 与 特 在 画 数 
间 的 一 一 对 应 关系 。 


分 布 歼 数 是 描述 随机 变量 的 尺 上 的 点 活 数 ， 
定义 221 在 尺 上 单调 非 降 的 右 连 续 函 数 FO), wE 
满足 
lim Fie) = 0, lm F(az) = (2.2.1) 
则 F (s) 称 为 概率 分 布 函数 。 
概率 分 布 国 数 是 一 种 定 分 布 函 数 ,在 概率 论 中 ,通常 简称 
为 分 布 函数 。 


ELE 


假定 Xlo) 是 概率 空间 (O, F ,P) 上 的 随机 变量 我们 
定义 一 个 实 函 数 
F (x) = PCX (w) = z) (2.2.2) 
MER, CEIR, E. 
Jim F(x) =P) = 0, lim F(z) = PCO) 一 L 
另外 ,由 式 (2.2.2) 知 ; 当 At 一 0 时 
Fa + Ax)— Fir) = Px < Ni) = z + Ax) — 0 
AE HH > (2.2.2) 定 尽 的 函数 Fa) 是 右 连续 的 , 而 且 是 分 布 
AR, 
这 说 明报 率 空 间 〈 台 , F, P) 上 任 一 随机 变量 都 能 确 定 
一 个 分 布 逊 数 .确定 了 分 布 函数 之 后 ,我 们 令 
P,((a,5]) = F(b) — F(a) C2.2.3) 
不 难 证 明 式 (2.2.3) 在 Borel 代数 上 定义 了 一 个 测度 (利用 
调度 扩张 定理 ), 园 时 它 也 给 出 了 及 上 的 概率 空间 (R, 2, 
P), 这 里 39 表示 尽 上 的 Borl 代数 。 肥 过 来 , 车 给 出 丁 分 
HAR F(x) ,就 存在 一 个 构 率 空间 (RR, S, =) 及 其 上 的 随 
机 变量 ' 
X — Xlo), WRH R 
使 得 
F) = PCX) << x), <€ R 
上 面 的 讨论 说 明 :， 给 包 了 概率 空间 9， 多, P> 上 的 随 
机 变量 XCwm)}， 就 确定 了 (RR, 络 ) 上 的 一 个 测度 。 因此 也 确 
定 了 一 个 概率 空间 CR, 8P.) 而且 下 面 的 定理 成 立 。 
EE 22.1 如 果 F(x) 是 由 随机 变量 Xlo) 确定 的 分 布 
A, s) ERLEA Borel TRAH, MA (Xlo) 
也 是 随机 变量 , 且 


Eg(X(w)) — | eCDdFC9 《2.2.4) 
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证 明 出 于 8 是 Borel 可 测 函 数 ,因而 对 任 一 Borel 集 

E < $, GhR g E)E pm, TE 
{ml gC Xlaj) E E} = {o| Xlo) 8 g (Ey 8 = 

所 以 2(XGCGo)) 仍 是 随 宙 变量 为 了 证 明 式 (2.2.4)， 首 先 我 
们 要 指出 式 C2,2.4) IB AT wah Lebesgue-Stieltjes ar. WF 
这 种 积分 单调 收 敲定 理 仍 然 成 立 . | 

RIEME gC) = Xs 的 情形 下 ， 式 (22.4) 成 立 ， 这 里 
Eeg., PEE 


BeCXCa)) = | KorendP 一 PtolXCo)e E} 


P,( E) = P{oj| X Ce) € E} 


eda = | xp, ~ PCE) 


这 就 证 明了 式 (2.2.4) 对 一 切 示 性 函数 都 成 立 . 简单 函数 是 
育 限 个 示 性 函数 《不 相交 集 的 示 性 函数 ) 的 线性 组 合 . 因 此 , 式 
C2.2.4) 对 简单 函数 也 成 立 ， 根据 非 负 Borl HAMARE 
一 简单 中 数列 的 极 辽 ， 以 及 单调 收 合 定 理 , 式 (2.2.4) 对 于 非 
负 Borel FSW ARR., 

又 由 于 

glx) 一 gt(x) — g (=) 

因此 对 于 一 车 Borel AMAZ g(x); 式 (2.2.4) 也 成 立 . 

EX 222 当 分 布 函 数 F(x) H$i M 


f(r) 一 A Fle) (2.2.5) 

fx) 称 为 概率 分 布 密度 或 对 应 随机 变量 的 分 布 密度 这 时 
KRIEK (2.2.4) 可 写成 

Es(X(e)) 一 | 8 CFs) ds (2.2.6) 
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LZZS RIIE XC) 对 应 的 分 布 ba 数 
FY {E 随机 变量 Xa) 的 分 布 函数 为 Cx)， 如 果 在 
FQ) 的 一 切 连续 点 上 都 有 


lim FCx) = POY) (2.2.7) 


则 称 X, (o) RARR Xlo), 简 记 作 
Xlo) 二 与 XCw) 


m — 


注意 由 于 F(x) 是 有 界 非 降 函 数 ， 因 而 它 的 不 连续 点 
董 多 有 可 列 个 . 这 是 因为 如 令 
dF 一 lim F(a + Ax) — lim F(* 一 Az) 
则 4F > J 的 是 不 可 能 多 于 2 个， F, dF > 二 的 点 不 
可 能 密 于 * 个 ， 令 n—= oo, FWO 的 所 有 不 连续 点 至 多 是 可 
列 个 . 
这 样 , 随 机 变量 《多 可 测 削 数 ) 的 收 合 关 系 又 多 了 一 种 . 
那么 分 布 收 全 与 其 他 收 钱 的 关系 怎样 呢 % ` 
定理 222 如 果 随 机 变量 序列 (X.C) EMER A F 
Xlo), x. — = x, MA x, x, 
W8H ”由 于 
lal XLo) < a} = {w| Xal) < b; XC < ay 
Uie| Xo) > 5; Xlo = a) 
C {a| X lo) S< bl U ol X.Ce) > b; Xlo) < aj 
于 是 有 
Piel XC) < a) < 
Plo| Xelo) > bi Xlo) < a) + FC) (2.2.8) 
wach HH X, — = x 
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ei maa na una m— nun i asan 


blo| X.Ga) > 有 Ca < a} < Pia | X, — X| 
在 式 (2.2.8) 两 端 取 下 极限 得 
Fla) < liminf Fct) 
”用 同样 的 方法 可 以 得 到 
f Bmsup P,(5) =< Fle), 0 < e 
HAF a< b < < 有 
Fla) < lim inf Fb) < limsupF,(b) =< Re 


如 果 上 5 是 Ftx) 的 连续 点 ; 令 a 和 6 K. elbs, 那么 
© F(b) 一 lim Pb) 


这 就 是 说 
d. £. 
x 


f — ` E" 


X, 


定理 2.23 ig x,“ x, X. 和 区 的 分 布 函数 分 别 为 
F(x) 和 F(x), 8 EREU RESAN WA 
KOLKO | edF Ca) (2.2.9) 
证 明 首先 在 闭 区 间 [a,58] 上 作 一 分 割 
a =< x, < z,, < - = " < rx, = b 
= ma > o t, A — supGaa — za) O R 


kr mil 


ga = 2 gCxm)X 


根据 'Riemann-Srielcjes Bl2Y E W , 5 m —co hr 8 
| gudF, 一 | gdFn, | gndF— [eg C22.10) 
我 们 把 所 有 的 分 点 选 为 的 连续 点 ,由 于 x, > x, B 
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面 对 一 外 ftp HE s —co W t 
F,Gz_,) = F(x,,.) Puas a 0 


因此 
kem) 


| godF, = Dielen Dl F pl Emi = F,Cz.;21 
: 1 一 1 


kim} 


TID D an E Cem) — FCm] = [| gudF 
i (2.2.11) 
ff edF, — [° eaP = Ë a zF. + Ü zar, 
— f fad F + r (gu— aP (2,2.12) 
对 式 C2.2,10) 和 (C2.2.11), 若 仿 由 一 œ, n— og , zÉ (2.2.12) 
TERATE 


f dF, 一 í gd Pe 0 
再 考虑 整个 数 直 线 丸 上 的 情形 ; 六 为 
|! gdF, — far| < || gdF, 一 fear, 


+ ee fear] + Ë eer- feer] Gn 


根据 上 面 的 证 明 , 式 C2.2.12) 右 端 第 二 项 当 * 一 oo HAT 零 . 
第 一 项 满足 


f gdF, 一 f gaF, 


=< MCP, (—°o,a] + P, (,+°0)) 


= MIF. aD + 1 — F.(0)] 
其 中 MM 是 8 的 上 界 ， 当 qr —oco, b— co J ,[F,(a) 十 1 一 
F,(6)] — 0, 


对 于 式 《2.2.13) E jals] 足够 大 ,到 s— o, KË 
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就 可 以 使 式 《2.2.13) 厂 端 任意 小 . j 
符 征 部 数 是 研究 随机 变量 序列 极限 ， 求 解 随 机 变量 分 布 
BRARD JIR, 
EX 224 对 任意 分 布 函 数 F, 函数 


pln) = j etd F (x) = f cos usd F (x) +F [=° urd P (z) 
(2.2.14). 
称 为 王 的 特征 函数 。 这 里 i 表示 虚 单 位 ,， Ü = —1, 当 
(x) 是 随机 变量 Ce) 的 分 布 溉 数 时 , p 也 称 为 戎 机 变 
量 X(o) 的 特征 函数 。 特征 国 数 是 一 个 实 变量 PJ SE I PR 
由 定理 2.2.1 可 知 
plu) = Í erid F(x) = Eerw . 
TAA ta bB 8k E[ R — 3 AEPR SK. EA 
具有 如 下 性 质 : . f f 
(1) FERRE, toi mE, H.S 
pCO = 1, [P] <= l, uE (—eo,so> (2.2.15) 
证 明 hF 
| 
| FG = PC+eoo) 二 Fo 一 1 
因此 很 容易 由 四 Cw) 的 定义 证 明 式 (2.2.15)。 往 证 。 办 Cw) 的 
一 致 连续 性 . l 
因为 
lpku 十 k) 一 $G) | 一 


ferace 一 1)2F(z) 


< [je — 112P (x) 
对 任意 给 定 的 e > 0, 可 选取 e > 0 使 得 


-Hü 


8 
|... 4PG) < F: 


然后 再 取 8 > 0, Ela < 3 h, 


POLET 一 |a Y. (A — aiy 一 ka: <. 


2 2 
因此 对 任 给 的 > 0,223 6220, $i a > 0 lkl < 5 Bi, 
lol + P) — bOI < |° jem —1ldF +2 |... dF(=) 


< ZIR) 一 F(—a}] + > <: 


四 于 8 与 4 无 关 , 因 此 pO) 一 致 连续 ， | 
(2) Rym at +b, a5 为 常数 ,那么 
Q (8) = eplan) (2.2.16) 


其 中 ma 和 elem) 分别 表示 随机 变量 和 的 特征 函数 ， 

证 明 ”根据 特征 函数 的 定义 。 有 

Palu) = Eeit? — Eeistd+5P — ¿ibu petua mm ¿uq (as) B 

(3) 两 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 特征 函数 等 于 各 个 
特征 图 数 之 积 。 

证 明 ik i ls 是 两 个 相互 独立 的 随机 变 重 ， BB Z e 
和 en tb ii yy hu st g 28 E. 

BE ¿= n +Š, 于 是 

Ecint — Fest, ¿Im ma Roisin Rer 

因为 独立 随机 变量 飞 积 的 数学 期 望 等 于 它们 的 数学 期 望 

ZEE., Ak 


prlu) = pilu) ° pin) E 
(4) 设 随 机 变量 £ 有 s HRAT, TE E0994EPE St 
pluja KAM ARER 
pCO) = REEE 


证 明 设 
$G) = | edP Ca) 


因为 f 
r efa+r| | xiter] Z |z |& 
根据 假设 条 性 
lxltdFex) < co 
由 推论 1.5.4 知 


BO it fated F (a) 


这 里 AO 表示 $G) 的 阶 导数 ， 于 是 
AVO) — Ë Fë ' 
利用 (47， 人 们 很 容易 从 特征 函数 求 得 赃 机 变量 的 B 
RAE. | 
引 理 221 设 $ 是 N(0,1) 正 态 随机 变量 , Bl 的 概率 
密谋 为 


-a 1 - 
o V e 
PACHIRIERR O pO) = (n 
证 明 根据 数学 分 析 中 Gamma ARDE 


rC) = Wa :>0 
PLE Gamma M Mpi Ó Ek Fit 
rs + L} = Tis), T (+)- Jz 
我 们 先 考 察 下 述 积 分 ; 
1 = Ja — ri; 
V2 r. x ë dx 


= i42 


必 变 量 代 换 , 令 “一 ,dz ~ zdr, PÆ 
A o E dz ma 2 7 eF zdz 
V 2x fat ° y Ir |. 


_ > [ea -terda 


Vem š 


T aip a _ f Ł) 
j": e "dz zz Ut) 


= > 
= 
= (24 — 1)! 
HEH HRA EA 2k; 
PCr) ma Eg =a L. "ete T dx 
yd I ‘hh 


— n ni 
TD 1 f" . a 
2i al W 人 are fdz 


— ` G" 1 > gt — 2⁄4 
D tayi JT e 


`: IA LÉ 
— 5 GD” n Dp = EDY Codi 
D G Ge Dn ST 2 
-5 (- Ey . — (2.1.17)B 


@ 1 EENG c) 正 态 随机 变量 ,其 中  — ES, 一 
EG 一 aY, 求 点 的 特征 函数 以 及 互信 一 al" 的 表达 式 。 


解 令 一 所 二 ,7 服从 NC0,1) ESSA, MER 
(2.2.15) 以 及 


* iij e 


Lw ji +a 
aa | 
a m =< e" mb, (su) — e a ë et cm 
这 里 p W0 分 别 表 示 随 机 变量 5 和 7 的 特征 了 数 ， 

令 l= š — a= on 那么 

| $: (s) == eti 

于 是 求 得 

pf) = E|s — aj? = EÇ" = (2y — Di Ci 
例如 


了 


PED m me ie- 

PTER l 
Elt— a|! = P$ (0) = = B 
@ 2 REE Poisson Ban 


P(E = A km0, 1,2 
(ë = k)= k P 


于 是 
Fe = Se ne cr. = S C G e 


c= ü k= Ú 1 i 


= g” upan = esxpíil( e" — 1)} 


TE Poison 随机 变量 的 特征 函数 。 

从 上 面 的 例子 看 到 ， 一 个 分 布 函数 可 以 确定 一 个 特征 表 
数 。 但 是 ， 特 征 函 数 能 否 唯一 决定 分 布 函数 呢 ? 下 面 叙述 的 
逆转 公式 和 唯一 性 定理 ,就 给 出 了 这 个 问题 以 肯定 答案 。 

定理 22.4 (上 反 演 公式 ) 设 随 机 变量 在 的 特征 函数 和 分 
_ 布 函数 分 曾 汐 Cw) 和 F(x), 又 a 和 上 是 F(x) 的 连续 点 ,于 
是 


ite 


(CD FG) — FG) = iim) ST Coas 
. I (2.2.18) 
O) # | eld < co， 则 分 布 函数 F(x) 具有 密度 
EROH: 


F(x) 一 | fay (2.2.19) 
大 sx] = = (ep a (2.2.20) 
证 明 见 一 般 概 率 论 书籍 (如 文献 [2] p. 369). ' 
定理 2.2.5 分 布 函 妆 由 其 特征 函数 叭 一 决定 ， 
证 明 见 文献 [2]， ' 


由 此 可 见 随 机 变 晤 的 分 布 函数 与 其 特征 函数 是 一 一 对 应 


下 面 我 们 给 出 常用 分 布 国 娄 与 其 特征 函数 的 对 应 天 


分 布 函数 省 称 FEAR Ho) 
退化 分 布 6(x 一 a) g 
二 项 式 分 布 Ciptgq*-* (a + pe o 
ii Paa — GAE a 
Poiston 分 布 . ezpfACeli — 1)} 
[=s] 上 的 均 名 分 布 a 
Laplace 分 布 r 
正 杰 分 布 N(p. gt) exp [i 一 = 
Caudy 分 布 etu 
G . _ ir y? 

ammar 分 布 (1 
Bota 分 布 Tre +a) SA. T+ Cry, 


Ng) Sr +a + PrE + 1) 


„jio 


3 题 22 
t. pcr) EREB A LENI 
p( —w) = ple) 


这 里 piu) 表示 中 (x) BDE G 8 pa 3k. 
2. Bochner-Khinchin FEHU: 满足 $C0) = 1 HERAK 
FERRADA RR EEE EER, 
一 个 连续 函数 pO) E oeo 内 正定 是 指 对 尾 何 实数 +, 
Hs ta KER syz za 网 下 整数 =， EA 
D D ias Hid 
COD 如 果 pal), kl r $E PH £. 设 1, AEA A E 
ZA => 1, ER Eup EEA, 
(2) # @G) ERIR Repu 和 Im 中 C1) 是 否 仍 然 为 特 
征 函数 ? ` 
3. 证 明 : MER P.O x) 分 布 收 筑 于 
0, z= C 
ro- 
1, >C 
时 x,—— 


1 0 
sx. |. | x. Ramo 5 6388 25 (2, 
z 7 
0 1 
x= Ë : 1 |- 即 x 取 0 和 1 的 村 率 为 1⁄4. 
z 2 


这 里 P(x) = Fir), {E |X, — X) = 1, 这 是 哪 一 个 命题 的 反 情 ? 


23 随机 向 量 及 多 维 正 态 随机 变量 


AE: 本 节 讨 论 随 机 向 量 、 多 维 正 沪 随 机 变量 
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e 


GE ts 3L S: š WL AR tile k D pt R bis S s m A. 


设 只 表示 数 直 线 ,， Æ 表示 Borel 代数 ， R XR 是 一 切 
AFAR Crist} (Hh xor E R) 的 全 体 ， 称 为 二 维 欧 氏 空 
间 , 记 作 

S RZ Rx R= {Canle RER} 

# CR, 8) 为 Bore 可 测 空间 ， 由 可 测 和 矩阵 44E 2, 
Be A x B 生成 的 go 代数 , 记 作 56: < 59 x S, Ph 
BV og Borel 可 测 集 。 

更 一 般 地 , 设 R RR 1 ERREN, 39: 是 R TRAR 
的 Borela 代数 或 简称 为 Borel 代数 , 

X= Xlo) ELFO, KAFR 的 消 数 ， 如 果 对 于 
任何 Et 38: A 

{wlXCwIE Ey € 2 {2.3.1) 
UIP X b REE T AA g. 

如 果 (Q 2 , P) 是 概率 空间 ,对 任何 EE 59: R C2.3.1) 
成 立 , 则 称 Ko7 为 1 维 随 机 商量 ， 

jk Y 是 i 维 随 机 商量 , .多 y 表示 包 人 省 一 切 形 如 

{YBIIBE Æ} (2.3.2) 
RRR ha 代数 ,那么 宏 ， 称 为 了 的 自然 了 代数 ， 或 称 为 了 
ERK a 代数。 多 ， 记 作 o (Y) 或 of Y Hh LE 
RY 的 第 i TE, i= 1, 2yo 

对 于 随机 向 量 X0 — R°, # 


P[XE G] = | pris Teddy -dru S G € 38” 
人 


det. 1 
pr ta) — A exp {— CX—m)T A(X —m) | 


中 


(2.3.3) 
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其 中 m — Onu: m, € R ,det( ° ) 表示 和 矩阵 的 行列 式 ， 
C™ m A= [a] E Re" Pk F EH u H. 


EK = m (2.3.4) 
A= C = [Cig] (2.3.5) 

这 里 i 
Ca m E[(X; — mi)XK, — my)] (2.3.6) 


X; J X BJ j 个 分 量 , 则 称 式 为 随机 正 杰 向 量 . 

定义 231 随机 向 量 天 :2 一 R" 的 特征 函 妆 $x: R> 
C(C 表示 复数 域 ) 定 义 为 

x (uu ` ` ta) 一 ElcexplitwX, H-n + “aX. ) 1} 


一 | ew ndp, (2.3.7) 


其 中 《ws zy 一 wz 十-… 十 xa， 当 X 为 迷 续 型 随机 向 量 
时 , 式 (2.3.7) 表示 为 


pr) 一 | e eP pCa y Kod dy 


X X 2 PS BC ERIA ER, A (2.3.7) 表示 为 
EG = rp X, — z.) 
bmi kot 
WJELUEBHIF SIP X — (X., -- XA i 《2.3.3) 的 特 
#FDE 92 


pelu) — exp E2 Cikja + i> um} (2.3.8) 
2 53 ; 
由 式 (2.3.3) 或 (2.3.8) PA I2SB5BELI B C EE A 
H'BJ—Bt81— EREHE. 


ERAR eye RHB SI bk eZI, 我 们 来 总 结 一 下 概率 
论 中 基本 概念 与 测度 论 中 概念 的 关系 ; 


. 48. 


报 率 空间 * 一 * 正 则 完备 测度 空间 

基本 事件 <*-> 空 间 怠 中 的 点 

随机 事件 <* 一 可 测 集 

必然 事件 — 3: 25 |H] Q 

不 可 能 事件 < 一 空 集 

概率 < 一 正则 测度 《PCO) —= 1) 

几乎 必然 a.s. 依 概率 Lw p. l< > 几乎 处 处 a.e- 

随机 变量 汪 一 安 可 测 函 煞 

数学 期 刻 * 一 可 测 范 数 关 于 三 的 积分 

依 概 率 收 化 < 一 依 测度 收 化 

分 布 收效 < 一 在 分 布 函数 连续 点 收 钱 

测度 论 中 的 一 些 著 各 定理 可 改写 如 下 : 设 Xe X, Y 都 
表示 (如 ,多 P) 上 的 随机 变量 。 

定理 23.1( 单 调 收效 定理 ) (1) E X, >Y, nl, 
EY > 一 00 R. X. t XCX。 单调 升 地 政 伍 到 X), 那么 

EX,-—— =EX 


(2) # X, = Y,n2 1, EY < oH X.1X, 那么 
EX,— EX 
证 明 (1) 因为 X, > Y, 艳 Xx, — Y = 0, R. (x,— 
Yt — Y). 
RES AARE 1.4.1 
E(X, — Y) 


E(X — Y) 


于 是 得 
EX, — EX(n— co) 
同 理 可 证 (2). 
注意 ; C) 定 奸 2.3.1 与 第 一 章 的 定理 1.4.1 不 同 。 因 为 
在 定理 2.3.1 中 Xx, 不 一 定 为 非 负 可 测 虹 数 。 


(2) 定理 23.1 与 第 一 章 中 的 控制 收 伍 定理 也 不 同 ,因为 
在 控制 收 伊 定 理 中 要 求 X] < YY 为 可 积 函 教 ， 
引 理 23.1 (Fatou 引 理 ) ik Xo Xote 是 随机 变量 . 
G) # X, >Y, n=l B EY > 一， 那么 
Elim infX, = lm inf E X, 
(2) EXSY, n >1 B EY <œ, 那么 
im supEX, = Etim supX, 


证 明 
(1) 因为 X, >Y, X, — Y > 0, 根据 引 理 1.4.3， 可 
知 
Elim inffX — Y) =< im infE(X, — Y) 
于 是 得 
Elim infX, < m inf EX, 
(2) 因为 X, < Y, Y — X, > 0, 5 (1) 类 似 可 得 
Elim in£(Y 一 X,) < lim in£B(Y — X,) 
即 
EY 一 Elm supX, =< EY — lim supE X, 


Elim supX, Z lim supE X, i 
ER: 在 引 理 .2.3.1 中 并 没有 X, > 0 的 要 求 。 
定理 2.3.2 (Lebesgue 控制 收效 定理 ) 若 X, 依 概率 收 
RFX B) X. X B | x,| < Y,Y 可 积 ,那么 六 可 积 且 
EX, > EX(s — oo) | 
[这 仅仅 是 第 一 章 Lebesgue 控制 收敛 的 不 同 表达 式 , 可 参见 


习题 1.7,15] 
习 # 235 


1. 设 8. Ë, HE (Q,#, P} 上 的 随机 变量 ,随机 向 县 CE’ Ša) 的 分 
.* 150. 


布 函 数 定义 为 

Pes, pt) = PIE, AA, sham) 
YEHBH TF ARATA: 

1, 3 z+ yD 

se, = Í 
0, #4 x + y<0 
GO) = [z + y i | 表示 整数 部 分 关于 每 个 变量 均 右 连 索 ,但 不 是 
分 布 跑 数 。 


z. x. 
Cov( XiXe) 


AN aX, * Vară, 
Aro, = ty VarX;i, EX; 一 mi, i= 1,2 SAE O, m, Oas Oz, P} 
参数 表示 的 二 维 正 态 概率 密度 . 


£ = 


24 条 件数 学 期 望 与 一 致 可 积 任 


提要 ”条 忻 数学 期 望 与 一 致 可 积 性 是 学 习 蒜 论 
的 直接 基础 。 困 此。 学 好 未 节 内 容 是 学 好 以 下 各 节 
的 前 提 条 件 。 本 节 引 出 了 条 件数 学 期 记 的 严格 定义 
及 奇 在 性 证 明 。 并 讨论 了 条 件数 学 期 望 的 运算 性 质 
HR, Jensen RFA, # % E $h H T — ATREA 
分 必要 条 和 件 和 几乎 处 处 收效 序列 上 ， 收 斋 的 训 分 觉 
要 条 人 忻 。 


本 节 将 给 出 在 o 代 静 条 件 下 的 条 件数 学 期 望 ， 这 是 一 个 
相当 抽象 的 概念 ， 为 了 引出 这 一 抽象 概念 ， 我 们 先 从 复习 初 
等 燃 率 中 的 条 件 概 率 着 皇 ，、 然 后 讨论 离 数 随机 变量 下 的 条 件 
数学 期 望 ， 最 后 定义 一 般 a 代数 下 的 条 件数 学 期 部 并 证 明 其 
存在 性 。 这 是 一 个 由 特殊 到 一 般 共 抽 象 过 程 、 读 者 应 该 反复 
阅读 这 些 内 容 , 任 细 对 有 照 领 会 ,才能 真正 掌握 其 实质 。 
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LL 事件 BB 条 忻 下 的 条 件数 学 期 望 
ZR- METHANA ARH A, HFEF AER 
对 称 性 ,事件 À YB BUR 29 1/6, BE 
PLA) = 二 


设 掷 一 颗 般 子 出 现 候 数 点 为 事件 B, Æ B 出 现 条 件 下 4 出 现 
的 概率 称 为 条 件 概 率 , 记 作 


P(A\B) = EEL) _ L 


在 一 般 概率 空间 (Q, A, P) E, 4,BEe F, ERF 

8B 出现 的 条 件 下 AHMAR PETRL3E 2U 
m PLAN BY 
PLA|B) PCBy ° w P(B) >< 0 (2.4,1) 

当然 ,这 里 假定 P(B)=>< 0, 

对于 给 定 的 B, P(A|B) HHEH ARARA, CRAT 
列 性 质 : 

CG) P(Q]B) = 1; 

(2) P(A|B) >> 0, AE F, 

《3) £ {4.} 为 两 商 不 相交 的 事件 序列 , 那 委 


P (>: AB) -> POANB) 


由 此 可 见 PC-1iB8) 是 可 测 空 间 〔〈2, 多 ) 上 的 一 个 概率 济 
Ez, 
式 (2.4.1) 也 可 表示 为 
[ x dP 
P(A|] B) = Piy (2.4.2) 
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我 们 把 式 (2.4.2) 记 作 

P(A|B) |= E[X,| B] (2.4.3) 

设 . 
LJ E, = 9, plo) = >° OX 


k=1 k=1 


那么 ElplB] 定义 为 


> o| XendP | pdP 


A lL. =m 
ElolBlS — pcp) PCB) 


由 于 非 负 可 测 函 数 必 为 一 简单 函 数列 的 极限 (3 引 | 理 
1.2.5), 因 此 对 于 非 负 可 测 浮 数 条 性 数学 期 望 的 定义 为 


sad 
i 5 
ELX lw) BIS | ` (24A) 
MER .多 可 调 的 函数 X(o) uj S pk X = X* — X”, X* 
AI X BAE TPE B H; 3 FE WS 多 ST #JPR $k X( o), 
在 条 件 8 下 的 条 件数 学 期 望 可 以 作 与 (2.4.4) 式 同样 形式 的 
定义 ,但 要 求 Xle) 可 积 。 


2 末 忻 为 离散 型 随机 变量 构成 的 ”代数 


W 《090, ,了 ) 为 慨 率 空间 ,是 8 到 N — {1, 2, ---) 
的 可 测 映 颗 , 即 了 是 离散 型 随机 变量 
9N 
令 
A, m {olf le) = l€ F, w — 1,2, 
Xlo) 是 (0,7 ,P) 上 的 可 积 随 机 变 景 。 在 AAF, X 
的 条 件数 学 期 望 为 
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de s 


|. XP 
a = pia y> POA) S0 


这 里 | ，XdP 是 可 测 函 数 X E 4, E 3: T MU P 0 R PY, 


P(A,) 是 A, 出现 的 概率 。 在 已 给 离散 型 随机 变量 Co) 
下 ,天 的 条 件数 学 期 望 定义 为 


Y(w) 一 > aa (2.4.5) 


这 里 Xi 是 可 测 集 A 的 示 性 函数 , 且 
| XdP 
a= PD’ N PCA,) 0 
对 于 PCO ETRE, Yle) 可 到 任意 值 .因为 41€ 多 , 
支 一 1;, 2, -Yo 是 .名 可 囊 函 数 ,因此 其 条 件数 学 期 望 
不 是 一 个 数值 而 是 一 个 随机 变量 ， 
3. 一 般 情形 
设 (Dn, P) 是 概率 空间 , 令 E— 9, dE EF BR 
ZAT o i, Xle) 是 概率 空间 《多 P) 上 的 随机 变 
F.H 
[IxlaP < 
HWA, FEEFEE 上 上 且 满足 如 下 条 件 的 实 可 测 函 煞 《 妥 
TI RPE H YC): 
C) Y(t) 关于 a 可 测 [ 和 注意 ， XXCw)》 不 一 定 关 于 四 可 
Wl; 
《2) 对 于 任意 的 AEF 
Í, XdP 一 j. YdP (2.4.6) 
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| Y(e) 在 几乎 处 处 意义 下 唯一 确定 ， 
ELE, 关于 g MAR Yo) ETER. BTX 


积 ， | xar E (0,g) 上 的 有 限 测度 ， 且 关于 P ER. 
jk (O, E, p) 组 成 一 测度 空间 ,测度 上 定义 为 
AKC = | XdP, wA6€ @# 
a & P. WE Radon-Nikodym 定理 ,满足 式 (2.4.6) 的 YCw) 
BETT EË 
uA) — | YCo)aP 
这 里 


Yla) 一 ʻe, a.s. 


YCw) 几 乎 处 处 唯一 确定 。， 我 们 称 这 样 的 Yle) HEAR 
下 的 条 件数 学 期 望 ; 它 是 上 关于 P 的 Radon-Nikodym 导数 ， 
是 一 个 随机 变量 。 为 形象 起 见 , 我 们 拱 Ytw》 记 作 
Ylw) = E(X|#) 
对 于 2. 中 提 到 的 离散 型 随机 变量 f, Z# 是 由 离散 事件 组 
或 的 代数 ,对 于 AEF, BA (2.4.5) 可 知 


j. Y(o)y4P 一 | 21 e Ka dP 


=a, P(A.) = |, XdP 


这 一 等 式 是 式 (2.4.6) 的 特例 。 因此 以 离散 事件 o 代数 为 条 
性 的 条 性 数学 戎 望 是 一 般 的 9 事件 代数 为 条 忻 的 条 件数 学 期 
望 的 特殊 情形 ， 一 般 情形 下 的 条 件数 学 期 望 Y(w)，、 是 离散 
型 随机 变 鼻 条 件 下 条 件数 学 期 刻 的 推广 ， 于 是 ， 我 们 可 以 作 
如 下 定义 


E LAL UL Xlo) 基 定 久 在 概率 空间 《09，, 久 P) 
上 的 实 值 可 积 随 机 变量 , d 是 多 的 子 了 代数 ,在 给 定 史 下 ， 
Xlo) 的 条 件数 学 期 望 是 d 可 测 的 可 积 随机 变量 Y(w)， 它 
使 得 
Í XCw)aP 一 | Ylwo)dPp, SAEF (2.4.7) 
过 £ 


成 立 。 

Yla) 记 作 ECXKid)， 称 为 = 代数 好 条 件 下 ， 和 的 条 
件数 学 期 望 。 

式 (2.4.7 可 写成 


|, XKoydP — | EC, yege (14.8) 


若 史 是 由 随机 变量 族 f ¿e 产生 的 9 代数 , 皂 # — 
o{fiof€ I}, M) Yla) 也 称 作 在 已 给 f, 下 的 条 件数 学 期 望 ， 
并 记 作 

E(X F) = ECXKIf s € I) 

E Xle) = x (o), BEP, M Yl WAEA F FE 

的 条 件 概率 , 记 作 PCBIE), BA 2.48) 可 得 


PBNA) = |, PCBIAYdP 
P(B) ~ j. PCBIE YAP (2.4.9) 


注意 ; ”这 里 的 Y(w) 不 是 一 个 数 ， 而 是 一 个 随机 变量 . 
P(B|#) 也 是 一 个 随机 变量 。 

下 面 令 述 条 件数 学 期 望 的 性 质 : 

W (0,27 ,了 P) 是 比率 空间 ， 下 面 的 随机 杰 征 都 定义 在 
Ë Ei. £E 多 的 任 一 完备 子 c 代数 。 

引 理 24.1 Rit xY 是 可 积 随 机 变量 ， wy f» YeR 
都 是 常数 ,那么 


1 


ElrX + PY + r|#] = GaE[X]#1 + 8E[Y|#] +Y, as. 
证 明 根据 定义 2.4.1， 下 列 各 式 对 于 一 切 Ae Z 均 成 
立即 


| ECx + BY + Y| r)aP = | GX+8Y +r)eP,, xvA6€ 
=u f XaP +p f vap + rf, dP 
-af E(X|£)4P +Í E(Y iZ YdP +7 | dP 

4 -d A 


-f [eE(X|£) + BECY| E) + 7}dP, AES 
根据 1.4 节 ,可 以 证 明 : 车 
j faP 一 zd, AES RYL 
A A . 
那么 
Í =g, a.s. ( W3 24,1) 
因此 
E(X + PY + Y|#) = <=E(X|#) + 8E(Y|#) + r,a.s. Ë 
引 理 24.2 Sie X Y 是 可 积 随 机 变量 ， 兢 < Y, as 
那么 
E(X I#)=< E(Y |Z), a.s. 
证 明 由 于 X< Y, as, 有 
Y — X > 0, a.s. 
可 知 
J —X34P >0, XA 成 立 
因此 有 


人 E[(Y — X)I#1]4P > 0, XA € € 
由 引 理 2.4.1 可 知 


“197 。 


pe aTe e ay o a a a a e i e para 


p [E(Y|#)— ECX|F)]dP > 0, AEF 


根据 推论 1.4.3 可 得 
E(X|#) = E(Y |Z), a.s. 8 
引 理 24.3 《1) EIX,L, ne N 是 非 负 单 谢 增 随机 变 
BF 2|, X. 1 X,X 可 积 :那么 
E(X|#) = m E(X,|#), a.s. (C2.4.10) 


C) i Z=< X, 1 Xa.e., B E|Z| < o,E|X|] < oo, 
那么 
lim E(X,| 2) = E(X| #) 
证 明 (1) 因为 0<X.,12X, is 引 理 2.42， 知 0 < 
E(X,|#) =< E(X,|@) =< ae 所 以 对 几乎 所 有 的 四 极 
E lim E(X, P) 存在 ,对 极限 不 存在 的 中 我 们 定义 为 零 ， 经 


过 这 样 补 充 定 多 后 的 极限 是 可 测 的 ， 运 用 单调 收 敏 定理 , 
Í Hm E(X,|#)aP = lim | ECX, PdP 
A A 
K 
tim | X,dP 一 | limxsdP 一 | xa -| ECX|]#)aP 
£ Í. i A 
再 根据 定义 2.4.1 
lim Í X,dP == tim | ECX ENYAP (2411) 
即 得 
Í lm E(X,12F34P 一 | E(X|#)4P 
A A 


因此 
limECX, |8) = E(X |Z), a.s. 


(2) Ws 1&X,— Z t X—Z,a. s. B ElX — Zi<cço, 
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H (1) 知 f 
lm E(X, — Z|#)— E(X — Z |#), a.s. 


由 此 得 


üm E(X,|#) 一 E(XI#), a.s. l 
引 理 24.4 Eis Y RTI SRB L E k, X Æg TRA, 

XY 可 积 , 于 是 
E(XY|#) = XE(Y |£), a.s. C2.4.12) 


证 明 ”显然 XEO Ie) Eg MAR., 根据 条 件数 学 
期 望 的 定义 
| E(XY|E)dP 一 |, XYdP, Ae 
所 以 只 要 证 明了 
| XE(Y IE)dP = |, XY4P, v Ac @ 
就 证 明了 式 (2.4.12). 
HE Xlo) 是 £ 可 测 集 号 的 示 性 函数 的 情形 ; 
Xua) = Xala), Bef 
对 于 一 切 Aeg” 有 
| KECY EdP = | ECY |#)aP 
- 4 ANE 
= | YdP 《由 定义 2.41 知 :AN BE) 
_ | ,xaY dP 一 Í, XYdP 
FELA (2.4.12) 在 X(w) 是 可 测 集 的 示 性 函数 时 成 yr, 
现在 证 明 简 单 函数 的 情形 ; 
设 


Xa) 一 >; Gs, 


imi 
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其 中 x, 是 实数 ，B;&€ 四 且 两 两 不 相交 。 
> B, = ü 
i=l 


对 于 任何 Aeg 有 


Í. xX8(Yie)>aP = Š` a, | xs ECY IPAP 


[ t 


一 Su 1 E(Y|e)a2P 


-5af YaP 


i FP Bi 


-| (> mm) YAP 一 {xYaP 


H Xa) 是 简单 函数 时 , 式 《2.4.12) RI 
设 X1 > 0 是 一 单调 载 简单 画 数 列 
Em X: = X+ 
ik XiY+ 也 是 单调 增 序列 , 且 
lim X;Y* = X+Y+ 
由 引 理 2.4.3 可 推 得 
E(X+Y+|#) = lim ECX YHS) 
一 mX E(Y*| g) = XrE(Y+|#) 
向 理 可 得 


ECX+Y-IE) = XET IL) 
因此 
E(XtY|@#) = XtE(Y |f) 
间 理 可 证 ECY IP) 一 XTEC IPNRA (24.2) 3. W 
引 理 2.4.5 jY EIRENE, Lod, 是 .多 的 两 个 
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e VE O IE SC #,C 57 ， 那 么 
EIE(Y|@#,)|#,) = EC(Y]2Z,) (24.13) 
E(E(Y iE |Y = ECY |A) (2.4.14) 
证 明 因为 E(Y iZ, 关于 Z, TM, Lf 所 以 
E(Y|#,) 关于 ;也 可 测 。 由 引 理 2.44， 有 
E(IE(Y|#,)|#, — ECY |Z) 
A (2.4.14) 成 立 ， 
证 明 式 (2.4.13): AAR (2.4.13) 的 两 边关 于 #, 均 可 
测 , 故 对 4€ Z#, 有 


| EEC |E |E }dP ~ | ,ECY IgaP 


一 | YdP ~ | ECY lepa 


FE 
E[E(Y[Z#,)|@) = E (Y |@#,), a.s. i 
引 理 246 Em Z ETERRA, BB 2 一 
(9,9), EXD) — ECX), WA 
ECE(X| L) Z) ~ E[E(X1Z)]1 = E(X) 
证 明 ”因为 2ce, 由 引 理 2.4.5 有 
ECECX| E) Z) = ECX|S2 ) = E(X) 8 
引 理 24.7 假设 XX 是 可 积 随 宙 杰 最, Z 是 Z 的 子 o 代 
Ë, X = ECKE), a.s. 的 充分 必要 条 件 是 XX 为 @ ai Ds 
数 。 
证 明 车 E(X|#)— X, 由 EF(X|Z) 的 定义 可 知 ， 
ECX PE # WRR, X 2⁄6 £ sJ, 2 , 35 X J 2 TJ Ul, 
由 于 


[xar 一 | E(X|@)aP, w Ace 
所 以 


X = ECX! Y, a.s. i 
为 了 方便 讨论 条 件数 学 期 望 的 不 等 式 ， 这 里 先 给 出 是 函 
数 的 定义 。 


定义 24.2 PREERIAN, ETE nar 
e€ R, 有 


z + x: plž F giz) 
of 人 2 )< 2 
则 称 p E R 3k. 
PARRE 2.4.1 所 示 ， 


y 
ol 一 一 一 一 一 


#(z,) + pisa) 
2 


P2 +) | 


Ti zit zs zz s 
BS 2.4.1 册 函 数 东 意图 
一 般 融 ， 慌 是 R — R 的 一 个 映照 ， 车 对 任何 如， 
1,, 5 Al, = 1, ËB. 
T . 


$ (> zix; ) =< > A; b zi) 


i=l imi 
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成 立 , 则 称 eCo ) 292 OER, 
引 理 2.4.8 (Jensen PER) Eito j R i R BU ER 
屿 映照 ;天 是 可 积 随 机 变量 且 p(X) 可 积 ,那么 
#(E(X|2#))< E(#(X)|#), a.s. (C2.4.15) 
证 明 ”对 任何 x,y 有 
p 一 由 (9 S p UN — yD 
其 中 由 是 中 的 右 导 数 .这 是 凸 函 狼 的 一 个 特性 。 令 “一 区 
?一 E(X|# Y, A 
PCX) — #K(E(X|#)) 2: #'(E(X|8))[X — E(Xi⁄#)1 
两 边 取 条 件数 学 期 望 
E{LACX) 一 LECZE DIIS} 
> p (ECE DE{ X 一 E(X|#)]|#) — 0 
得 
E(4$(X)|#)2 pLELX E )) a.s- 
《这 于 要 求 由 是 过 可 测 的 , 胸 习 题 2.4,9) íf 
取 一 个 具体 的 凸 函数 ; 
ple) 一 |z|*, 1 =< p < oo 
利用 Jensen 不 等 式 可 得 到 
IECX]2)|), < Xip Xe LCA, F PY) 
这 里 


Up 


LECXIG)N,— (| EIER ) 
而 

Xl, = [| 1x1raP y ' 
一 致 可 积 人 性 概念 与 条 件数 学 期 望 概念 没有 直接 关系 ， 但 
它 是 鞭 论 中 十 分 重要 的 概念 。 我 们 让 在 本 节 讨论 ， 以 便 从 下 

一 节 开始 讨论 栅 论 ， 
(9, ,P) 是 驾 率 空间 。|X 定义 为 [X| 的 积分 ,到 
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LXu = E|XI 
LQ, , P)AG (X || XII, < co) 
L(Q,5 ,P) 是 一 个 函数 空间 , 称 为 L' 空间 ， 
定义 24.3 假设 KK 是 工 ' 的 一 个 子 集 , 即 
KELO, F ,P) 
# c— c 时 


j IX|4P — 0, X < K 一 至 成 立 
X| 


即 对 于 任 给 s> 0， 存在 一 个 ela 5 XER, YX € K); 
# € > e, hF 

|... [XIdP <e, X € K 
WERKE L'CQ0,Sr ,P) 中 的 一 个 一 致 可 积 子 集 。 

车 K = {X n” " >= 1), Bj K Æ LO, F, P) 中 一 个 
随机 变量 序列 ， 则 称 {X,} 一 致 可 积 ， 或 {X。} 具有 一 致 
可 积 性 ， 

若 X 是 随机 变量 ，c > 0 定义 

aon XG), 4 [XG] < e 
X Ceo) h, WW XGo)| 2 e 
Xka) = Xlo) — Xw) 
K 一 臻 可 积 的 充分 必要 条 件 , 是 对 任何 s > 0, 存 在 c > 0 使 


得 


令 


IXA, < sXe KCL(O, 7, P) 
成 立 。 事 实 上 ， 由 于 
[XC = |X,Çe)| + [Xa)) 


人 Po 一 人 XC + Xw DaP 


Ix! 


j IXidP 一 | {XdP = Xl < s 
1X ki 
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YXeK 一 致 成 立 i j" 
定理 24.1 假设 KCL (Q, F , P), K 是 一 致 可 积 的 
充分 必要 条 性 ,是 下 面 两 个 条 人 忻 同 时 成 立 : 
d) 存在 一 个 有 限 数 a, BD .ae < oz ， 使 得 
E|X| <a, Y XEK RI 
即 EIX| 在 KK 上 有 界 ; 
(2) HE s > 9， 存 在 一 个 3 >0， 妆 
P(A) <5, w A€ 2 
时 ,有 
[xla <e, X€ K 成 立 
证 明 ”必要 性 ， 
对 于 任何 一 个 可 积 随 机 变量 X 和 任何 一 个 46 多 , 均 有 
| XlaP < epCA) + EIX, 
因为 改 一 致 可 积 ， 对 任 给 s > 0 必 存 在 一 个 c > 0 使 得 
E|X,] < s/2, seX € K 成立 
于 是 
E|X] £ c + s/2, SX € K 
国 此 条 件 (1) 满足 ， 
对 于 同样 的 c, WR PC) =< a — e/2c, WA 
| ixlaP < ePCA) + E|X.] 


ceb +Z me, YXEK 
ze 2 


因此 条 性 (2) 满足 。 

充分 性 : 

假设 条 件 (1) 和 《2) 满足 ， 对 任 给 s > 0， 存 在 8 > 0, 
取 
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一 

因为 E|X| 在 K 上 有 界 , 所 以 上 确 界 必 在 在 。 

设 A= iX >e W 

P(A = P{|X| 2 e} S&R =< 5 

于 是 
j. IxCo)laP = | IXCo)ldP < s, W X € KEM 

Fie) Ax 
故 K 一 致 可 积 。 . l 

Wit 24.1 KCLK(O, F, P) 假设 $G 是 定义 在 
[0,%0) EAEI E 

lim pD 一 十 oo 


ta f 
supE BOIXI) < 5 
那么 一致 可 职 . 
证 明 iZ 3 = sup EP(IXI), #6 s> 0, $ 
a = ë $ 
选择 足够 大 的 6 使 得 
2D >a, 当 e 


在 集合 {X >e E 
|X| < a p(X|) 
因此 


1XKoylaP < a" nya #(|X|)dP 


La EdC |X|) < e, X € K 
所 以 六 是 一 致 可 积 的 。 
下 面 的 定理 将 说 明 ，{X。} 一 致 可 积 , 那么 ， 儿 乎 处 处 收 
pub Li Sk, 
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定理 之 42 假设 lX, ERILE EF Al, im, =X, 
a.s. X ORIPA X.) 必 工 ! W SK BH 
lim | IX. — X|dP = 0 
>a Jü 
的 充分 必要 条 件 基 IX, 一 致 可 积 ， 
证 明 ”必要 性 : 
由 于 对 任何 48 5 有 
| |X l dP = | XlaP + ||X,— X|, (24.16) 


取 4 = 上， 对 于 任何 #8 之 0, FEN, 4 n >Ni} 
Xa — Xi < ef2 


所 以 , 
E [X,] < (1x dP-+max{ |X, — Xhe 


E 
Xs — Xh, $) =a 


因此 E| X.| <a 一致 有 界 ， 满 足 定理 2.4.3 pA (1), 
考虑 一 个 个 数 有 限 的 随机 变量 族 : 
= = [XI X, X% — X, Xu — X, X) 
由 于 它们 是 有 跟 个 可 积 随机 变量 ,因此 总 存在 8 > 0 使 得 
AEF, PCAY < ë 时 ,有 
|, YIP < s/2, YES 
再 根据 式 (2.4.16), t Ae 2, Y A) = ó ,有 
Í, X, dP < 8, YX, 成立 
天 满足 定理 2.4.1 PA O). {X,Y 满足 定理 2.4.1 中 条 件 
(1), (2), 所 以 {Xa} 一 致 可 积 。 
充分 性: 
假设 {Xt 一 致 可 积 , 那 么 存在 常数 a, 


E|X,| <a, YX, RY 
根据 Em X. = X, a.s. Hl im | X.| = |X|, a.s., 
由 Lebesgue 控制 收 敏 定理 
limECIX.|)— EiX| (2.4.17) 


由 于 | 

lx, — xil, < l|x* — x=:||, + lx, ll, + MX, 

而 且 (X,) 一 致 可 积 ; 因 此 对 任何 8 > 0, 存在 > 0 使 得 
IXs < e/3 


再 由 羡 可 积 得 
: HX < 8/3 
XAH 
Em | X — X| — 0, s.s. 
E. 


|X° — X = Ze 
HE Lebesgue 控制 收 襄 定理 
limlxs — X:||, = 0 


因此 
[X5 — Xl < 8/3 


当 n— o 时 ， |X, 一 Xh — 0, 


3 是 2.4 
.若是 C9 dy P) 上 的 可 测 实 函数 ， 
fye - fear, WA €e e 


HERH /= g ne., 

2. 第 一 章 单 调 收 俩 定理 1.4.1 的 排 广 形式 : A) ETR BE El. 
EREA, tEh Kly (n = 1, 2...) limf, = f, e l ? 是 可 积 随机 变 
E, iE 


lim frar - 人 erae 
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3. 设 各 与 9 是 独立 辣 分 布 随机 变量 。E5<c0s 证 明 
E(E|ë + y) = En|# +p) = Š ET, s... 


tit 名 ,二 ,是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 有 El i= la 
ža» 证 明 


E(& lis ETES -) = =, àb. 


其 中 n= E, + == + En, 
5, 设 专 是 具 肥 分布 图 数 F(x) 的 随机 变 重 ,证 明 
” zap,( z) 
E| cga) = ZORION 
假定 FAE) 一 FüKe0)>0. 
8.2 (5:7) Rh — WMR 3 Bi, SEERA, TURE, + 
Em < oo, 证 明 
g@*(z) = ECIIE = x) 
EII PrE 是 了 的 最 优 估计 * 即 
Ho — paT = mialy ~ pE) F 
? .证明 摄 率 论 中 的 Fatou 引 理 : 设 (8.1... 是 一 列 非 鲁 一 致 可 积 
的 随机 变量 ，E lim sup £ 可 积 ,那么 
lim vupBé, Blim supë, 
SiR ES >l 其中) RTR, limp 一 nv #4 证 明 
lim supEë,=Elim supë. 
oiky RERA, x 关于 # 可 测 , 证 明 其 右 导 数 SOORT A 
可 调 。 


25 适应, 停 时 和 加 
提要 未 节 引 入 随机 序列 与 9 X38108 P. p| 34 it 
应 的 概念 ， 蕊 及 复 时 、 初 这 时 间 的 报 念 和 有 关 定 理 ， 
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ibi Tekn EN, 

概率 空间 是 概率 论 中 的 一 个 基本 的 概念 。 然而 对 于 与 时 
闻 有 关 的 随机 现象 , 光 有 有 概率 空间 的 概念 还 不 够 , 述 必须 引 人 
与 时 间 有 关 的 事件 o 代数 .这 对 于 今后 的 讨论 是 非常 重要 的 . 

以 后 ， 我 们 用 CQ , F , P) 表示 完备 概率 Z Eh (F ,, 
n € N) 表示 多 的 完备 子 e RREI. 完备 子 = 代数 增 
序列 包括 下 列 三 层 意义 ; 

G) S, Eco 代数 且 F, CF, nal, 

(25 多 ,包含 了 多 中 一 切 测度 为 零 的 口 的 子 集 ，# > 
1， 即 多 ,是 完备 子 o 代数 ， 

(3) FCF aos n 1, 即 单 调 增 序列 ic 

= V =, 
"...N 
EBR OE ,控制 等 实际 应 用 中 
F = (Y, e, YL ne N 
是 一 个 自然 的 = 代数 增 序 列 ， 这 里 GCT Y,) 表 FR 
(Y,, `... Ya) 的 自然 代数 或 由 〔〈Y，.…， Y.) 生成 的 5 
代数 , 见 2.3 节 中 式 《2.3.2)， 
引进 了 《8 ,多 , P) 上, F 的 (* 完 多 ”今后 不 再 说 明 ) 子 
s 代数 增 序 列 多 。 之 后 ,我 们 把 
a, F, F a P) (2.5.1) 
EROAREN, 

设 (X,,nE N) 是 定义 在 (8 ,多 ,多 ., P) 上 的 随机 变 
BUE7|, E Xx, 关于 SF. STM], n> 1， 则 称 X, 是 适应 BU, 
如 果 (Xare N) E,Z ,多 ,, P) LEEA, fat) 
是 R" 上 的 Borel 可 测 函 数 ,那么 


- X. = I KX, `. , X,), se N 
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也 是 适 记 序列 ， 若 CX., ne NRN N ER aA +o, 
X, 关于 多 ,可 测 ，Xw 关于 多 可 测 ， 则 称 (X,, ac Ñ) 
基 适 应 的 ， 
停 时 是 出 论 中 一 个 重要 的 基本 概念 ， 
停 时 最 初 被 解释 为 停止 赌博 ?的 时 间 。 为 了 说 明 停 时 是 
不 么 一 回 事 ， 下 面 简单 叙述 一 个 称 为 “加 倍 或 输 光 ”的 周 博 问 
EE, : 
搓 均 匀 柄 币 。 可 以 用 一 列 独立 同 分 布 的 随机 恋 量 
{yatsa KWE, . 
= 第 x 次 掷 出 正面 
” li, AKAH | 
BRE EERIE Mte ERRE EA — f, PBH REE 
S, EIKES. m BEDEM — EER BS k A AK BB 
APE n KARRIERER X ta, 


(2.5.2) 


n= a+) (2.5.3) 


AA (2.5.3) HERA H RAR ka ky, = 一 1 HH 
z = Ü. ARED, WSA EM E ERES IF RH, az fR 
早 会 输 光 ， BERAR AEE +r。 这 时 赌 秆 的 赌 本 为 x,. 
显然 ,不 是 一 个 固定 的 时 刻 * 它 应 是 一 个 随机 变量 。 然 而 赌 . 
徒 只 能 根据 已 经 进行 过 的 赌局 来 决定 停止 赌博 ， 还 是 继续 财 
博 , 他 不 能 预知 还 未 进行 的 赌局 的 结果 。 这 就 是 说 所 二 还 
是 Tf > n 完全 决定 于 yy y. HU Jro Yont AR. 

REBARA., AAA Ps FI LIS ph SH F; 

EX 251 itla, , F ,, PD 为 一 滤波 空间 


1) k LS RARE AERA ER E A Y “BIS” i HRR 
HEER, 


“> 


et er re ET TE 


r; g — Ñ 的 映照 Ç2.5.4a} 
如 果 f 
{ml ro =< n) € 57. .,sta € N (2.5.4b) 
MIK rla) 为 停 时 ， 

下 面 的 引 理 给 出 了 停 时 的 等 价 定 义 。 

引 理 25.1 设 六 9 一 站 的 映照 ,» 为 停 时 的 充分 必要 
kE: lollo) = nje F n’ont N. 

证 明 因为 : 


D: = n) = U I — m} 


LF CF CCF Oe fr5|ERIhBSSE TE (ola )= 
ny € F 。 是 充分 的 ， 

= 

I = g} = {v = ajira n — 1) 

由 于 7, 3863882338 r V. E p se A, j 

我 们 可 以 把 停 时 » F o 代数 联系 起来 ,多 .是 如 的 于 
集 定 义 为 f 

F = {B:BE F w, BNiv= n€ F a, n€ N) 

(2.5.5) 

我 们 把 多 ,中 的 事件 称 为 先 于 时 刻 ”的 事件 , .多 ,是 一 个 a 
代数 而 且 还 是 多 „BF RR. 

停 时 的 一 个 重度 例子 基 初 过 时 间 。 

定义 25.2 设 (X.,nE A 及) 是 滤波 空间 (020, ,多 .由 
上 的 适应 随机 序列 , 它 取 人 慎 于 CR, 沈 ), 车 FE 32 


inf{n: Xo) € F}, o € (| í(X,€ F} 


十 oo ， 其 他 场合 
则 sCeo) RRG j UK F AERTAL 其 物理 音义 为 X.C) 
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vleo) al 


Binhi FSAA. 
因为 对 任何 a, neN 
(= n} = MN {Xn EFINI EFES n 


这 就 是 说 
y: Q — Ñ 

由 引 理 2.5.1. 知 ，w 是 停 时 。 

显然 , Ñ 中 的 任何 整数 殊 可 以 看 作 停 时 。 这 就 是 说 非 负 
的 整 常数 是 停 时 。 设 PE 点 ,> 一 P,P 为 常数 ,那么 六 ,一 
F p 

如 果 与 随机 现象 有 关 的 时 间 z 取 值 FE, 即 可 取 非 
负 实 数 和 十 ceo， 对 此 ,我 们 可 以 作 类 似 的 讨论 : 

{F her 是 一 族 5 代数 如果 F, 满足 下 列 条 件 ， 
到 我 们 称 它 为 一 个 满足 通常 休 件 的 = 代数 族 ; 

CL) .F, 是 递增 的 , 即 当 # 之 1 时 久 ,CF ,; 

(2) ,是 完备 的 ; 设 ACO, A 是 多 的 零 测度 集 , 则 
AE F; 

G) 多 , 右 连 续 : 


=, =) =, 
LP i 


在 应 用 中 ， 我 们 总 假设 多 ,是 上 时刻 以 前 发 生 的 事件 全 
体 , 所 以 多 ,递增 的 假设 是 自然 的 ， 而 条 件 〈《2? 与 43) 都 是 
技术 性 的 ! 

连续 时 间 情 形 的 停 时 定义 如 下 

定义 25.3 设 (Q, ,多 ,, P) 为 一 洪波 空间 ，* 是 

Q — R, 的 有 映照。 如果 对 任何 1 
Íoe|r(o) < t) € F, 
RRR Go) ik, 


定 曾 的 引 奸 给 出 了 停 时 的 一 些 济 质 ; 
引 理 25.2 若 r,, r, 是 停 时 ,那么 
TminCr, z+) 
和 Ti Vr max(rz,, Tı) 
T+T 
都 是 个 时 , 
证 明 ”对 任何 :ER 
laln Ar < i] — (r < Uz < ñ e =Z, 
deln Vr, < r) = (r S gN S) € 25, 
{ + r+, = t = {n= 0,r,= JU (r, = z, 
a= U( U Ha <a Niner, 
Sl 
其 中 oe ,5 是 有 理 数 。 l I 
EX 254 设 (X.E N) 是 (9 多 F ,,P) 上 的 适 
应 序列 , = 是 停 时 ,对 任何 = 
tX, e Bl Aire nt 8 2, (C2.5.6) 
称 X, 关于 多 ,可 测 这 里 中 是 任 一 Borel 可 测 集 ， 若 
Ac 5 H AN{rm aje F, 则 AEF, 
引 理 2.5.3 j S, T Hih, 
D E AEF s, WA ANIS ET]E SF r, ANES = 
T]E F z : 
D # S< T, BPA FCF n 
证 明 
(1) RIRA (2.5.5) 的 定义 , 当 4 € SF, RAET nH 
ANIS =a EF , s€ N. 
因为 ST 均 为 入 可 测 图 数 ,所 以 
ANIS ET EF, 
BR%x 6 N #£# 


. 174 = 


{ANIS =< T] [IT = s 
= U CANESEIDNIT — ale 2, 


故 
A4NTs TE F, [EAA (2.5.5)] 
同 理 可 证 
ANIS = T1€ 5, 
(2) 设 AEF s, MW 
ANI[IT < *]= AY [S < T] [T < x) e F, 


即 AEF, i 5” , C 5 n 有 


蔷 的 英文 原名 是 ”Martingale， 它 在 英语 中 是 一 个 多 义 
词 , 它 有 三 种 不 同 的 含义 ; D) kE SACAR) 2) 帆 
船 斜 挤 杆 的 前 支 索 ; 3) “和 费 厄 泌 赖 "或 “公平 "赌博 。 据 文献 记 
R. 一 般 认 为 Martingale 是 由 法 国 数学 家 Ville (1939) 首 
先 提出 的 , 后 来 Doob 做 了 大 量 的 研究 工作 ， 完 成 了 今天 
称 之 为 经 典 轨 论 的 那些 研究 工作 ， 关 于 稻 普 有 过 这 样 一 个 小 
故事 :有 一 天 Doob 胡 到 化 以 前 的 学 生 、 著 名 数学 家 P. 
Halmos 寄 给 他 的 一 个 包 囊 , 打 开 一 看 是 一 条 有 黄 铜 环 的 票 亮 
皮带 。Doob 不 知道 Halmos 为 什么 要 寄 条 有 黄 铜 环 的 皮带 
给 人 他， 经 过 询问 , Halmos 告诉 他 , 你 收 到 了 一 个 martingale 
《 执 ) ,后 来 这 条 皮带 成 了 Doob HAERA. 

因此 Martingale MARRE., RIHAR RAT 这 
一 译 法 。 但 在 概率 论 中 ， 其 嘉实 含义 超 是 第 三 种 章 X, BU 
Martingale 表示 “公平 ”赌博 。 

为 了 说 明 扶 的 合 义 ， 下 面 介绍 一 个 简单 的 例子 。 设 赌 徒 
在 第 # 次 赌博 时 有 赌资 X. n 一 1,2,.… 下 一 次 的 输赢 时 
A,. 如 果 下 一 次 的 输赢 相互 抵消 , 即 赚 秆 下 一 次 的 赌资 在 已 
给 砚 有 峙 资 的 条 件 下 的 条 件数 学 期 望 恰 好 等 于 现在 的 HS 资 ， 
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PARERE ARA AATE n 次 出 博时 赌资 X. Rob U 3E 
量 。 设 由 《X， …;X。) 生成 的 = 代数 , 记 作 27 。 那么 
EX al F = LLX, +A) ++ (X. — a) — Xx 


FER X, AE 
由 这 个 例子 我 们 看 到 “公平 的 赠 博 ” 是 Martingale AA 
实 含 灸 。 但 我 们 必 贫 千 出 ， 著 论 发 展 的 点 正 动力 是 生产 技术 
和 科学 发 展 的 需要 ,而 不 是 踏 博 。 现 在 提起 的 抽 , 在 入 们 路 子 
里 出 现 的 是 一 种 特殊 的 随机 过 程 ,而 不 再 是 提出 堵 论 时 的 “ 公 
平 " 赌 博 ， 人 们 对 于 缺 感 兴趣 的 原因 : 在 于 它 是 松 率 论 ,数理 
统计 、 系 统 状 识 中 常 过 到 的 一 种 随机 过 程 ， 它 具 育 窒 好 的 性 
m. GBERA Em, WAE PaE CGE Amart) 
等 ,在 时 间 序 列 分 析 .系统 辩 识 和 自 适 应 控制 理论 中 显得 十 分 
重要 ， 
下 面 我 们 绘 出击 的 数学 定义 ， 
定义 ZZ5.5 设 (X,,nf N) 是 洪波 空间 (0, 多, F g 
P》 上 的 一 个 适应 过 程 , 若 
EIX <o, x€ N (2.5.7) 
E 
ECX pal F p) m X,,a.s. (2.3.8) 
邮 称 (X..n € N) 为 高 散 时 间 衣 或 简称 为 离散 山 。 
若 式 (2.5.8) Pr 20 
ECX pnl F > X,., a.s. (2.5.9) 
WL C(X.,ns € N) BOTA 
# (—X,,n € N) EATE, WMA (X,, = € 和 ) 称 为 上 
B, HFEA 
` E(X,. F E X,, as (25.10) 
对 于 连续 时 阅 的 情形 可 以 作 各 下 的 定义 
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定义 2.5.6 设 [X hern E, F F ,, P) 上 的 随机 变 
明雄, 如果 EX) < co,r€ R., X, + 5, 可 测 且 


ECX |F ,) = X,, as t 2 $ (2.5.11) 
那么 《Xt€ R.) EOIR. | 
车 
ECX, |F y> Xas., Mt 2> $ (2.5.12) 
Mjr (X, c RO DFE, 
若 
ECX, |F OSX, a.s., tr >> $ (2.5.13). 


MIER (X,,r€ R,) AEM, 
E CXar E RI) A Fb RIZ (2.5.12) 成立 ,在 式 (2.5.12) 
两 边 取 数 学 期 望 得 
E(E(X,| 5 ,)) EFEX, EX, >s 
HE HTA 
E(E(X,]| 5 ,)) = EX, = EX,, Nt > £ 
W T FS S 
ECECXK |F =< EX, SEX, 3 2> $ 
总 而 言 之 ， 上 著 的 数学 期 望 不 增加 ; 下 于 的 数学 期 望 不 
减 小 ;和 靳 的 数学 期 望 等 于 常数 . 
例 1 it iinne N} EC, F F ,,P) 上 的 随机 变量 
序列 ， 5 在 条 件 ct， ,1) 下 的 条 件数 学 期 望 为 零 。 若 


X,= > Gis 那么 (X.,n € N) Rh. a =, = ol Ë, ° ...5 


kag 
Ëa) 
解 
E(X,a F ,y= ECX, + E, |Z ,) 
一 ECX, |F D) + EG! F) 
因为 ECS |Z.) 0, X XT , N, HI 2.44 
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iE Dt a Ea a ah RAE al hda r ae T ae ree 


得 
E(X,] Z D = X,, a.s. 
因此 有 
ECX, F ,) 一 X, a.s. 
所 以 《Xe 4E N) ER, 


m 2 Æ {Bh 是 均值 为 1 的 独立 随机 变量 序列 ， 即 
Es, = 1, s 22 0, Ek 


X, = II ks SZ a = a(Š, Se) 
k= 0 


BA (Xone N) 在 滤波 空间 (2 ,多 ,多 。P) LER, 
验证 留 作 导 是 ， 
A3 j š EEE, ,P) 上 的 随机 变量 ，E1#| < 


2 H 
CC 


令 X, = F(E| Z ,), WBA (X,,n € N) Eh, 

验证 留 作 习 题 ， 

例 4 E (E, n€ 上》 是非 负 随 机 变量 序列 ,那么 X, 一 
Ë +. + 2, E Fih, 

BLE Fm alint E), 于 是 

ECX l F ,) = E(X, 十 Eral F p) I| X,, a.s. 

例 5 ECK onreN) EW, CO) hb 3k. Elele 
so, IPA X, ,ne N) ETA 

解 ” 利 用 Jensen 不 等 式 : 

EKEK OF ,) 2 EA | aD) = g(X,) 
因此 Ce(X.), n € N) 29 F BE, 
BRARTI ESKARI, 

定理 25.1 É (0, F, A ,, P) 为 一 滤波 空间 , CX,| 
n€ N) 为 睦 的 充分 必要 条 件 为 : ”对 任意 其 个 有 界 停 时 
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xz 安 7， 有 
ECX |F ,y =< Kes B.S. (25.14) 


证 明 “充分 性 : GTR (2.5.14) 成 立 ,# 十 1 和 # 均 可 
FPE, de 


E(X F n) =< Ka s a 


BCX.ne N) AER, 
DE: 设 r< n, 于 是 


As Bl, IXS J) 


r= jpa 
因为 Xs) 可 积 ， 一 1,2,…* ,所 以 [Xe R A aR, 
设 AEF, 1E N, 于 是 有 
ANL = 1057 2> j) € F, 
首先 假定 fr 一 ! =< 1.425 F h RCI RARE MARITA 


J G — XDP = 5i (X; — Xin)dP > 0 


— Anue) 
对 一 般 请 形 , 令 
rim TAC +j), fl 2 
BIE 25.2， An AE B Ln nr 
r= S lyja r El S<; n— 1 l 
AEF, o, AEF p 1<i=< n, 利用 上 面 的 结 
论 得 


| XdP > | X, dP > ... > Í X dP (25.15) 
A A A 


HT X, 关于 , aik 
X, = ECX | Z” ,) 
又 根据 条 件数 学 期 望 的 定义 
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| 和 ap 一 | EXIF yap. YAEF, 
£ Fi 
4 (2.5.16) 
Í Xdp ~ | ECX S dP. A 6 S, 
A A 


由 式 (2.5.15) 和 《2.5.16) 可 得 
X, = B(X) > > E(X,] 277, a.s. l 
推论 25.1 jS (Q, ,多 P) Wii Est], (Xn x€ 
N) 为 损 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 有 界 停 烤 =< z, 有 
EUX, | F ,> = X, (2.5.17) 
证 明 ”完全 类 似 于 定理 2.5.1. ' 
推论 2.5.1 给 出 了 积 的 等 价 定义 : 
定义 25.7 设 (Q, F a PAREZ [3], (Xa n € 
N) JEMES , 36 344 Ef 8 PL AH s =< r 有 
ECX. |. ,) = X. 
JEK (X,, n € N) 为 黄 ， 
定理 25.2 设 (X ne N) AER, 7 为 停 时 ， 划 


EX] < EX, + 2EX; (2.5.18) 
E |X; Xirenl < 3supE | X,| (2.5.19) 
证 明 EFX. ne NALE TX: E Eh 《见习 
题 2.5,5). 
根据 定理 2.5.1 


E|X;,a| 一 EX, + BX I S EX, + 2EX; (2.5.20) 
这 是 因为 【于 me AD 为 上 黄 , 因 此 有 
EX, = El [EX nl F 由] < =< EX, 
Q ane N) 为 下 载 , 因 此 有 
EX, 一 EĻ ECK 多 Dl 2 EX 
WA (25.20) RM 
由 此 可 得 
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E| Krnica < EX, H 2EXT < 3supË | X, | 
令 &— o, H Fatou 引 理 式 C2.5.18) 成 立 。 
习 题 25 
1. 设 {9.} 为 一 列 独 立正 态 NC1;1) 随 机 变量 , 令 


*, = exp (> Frito + y. — z) 


证 明 x, E| 9 27 899_ 


2. 设 (X., n EN) 是 独立 随机 Pr P, EX. = 0, EX; = 0j <o, 


Mos = ls Zy, 令 ， 
v.= (Z x;) -Fa 


im i" 
证 明 (Yapa E NE 0k. ' ' 


3.8 (Yuan € N) 为 上 慰 * 随 机 序列 (Za s€ N) 内 取 0, t 两 个 


8, + 
X, = Y, + Z(Y, = Y.) +e + Z, (Y. 一 Ya) 
证 明 (X7 € N) Æ EER, 


4 .证 明 在 离散 时 间 情 况 下 * 停 时 的 定义 等 价 于 : 可 以 取 慎 +o 


MB. (erre) = nef, 
PE Rare N) AER, WEH ront N) ATE, 
6.3 z Aa, e 为 常数 ,证 明 z + < E, 
1.92 AF412. 
s .验证 例 3. 


25 贡 与 上 婴 的 不 等 式 
提要 。 上 鞭 不 等 式 是 炎 收 歼 定 理 证 明 的 依据 。 


本 节 证 明了 Kolmogorov 不 等 式 ，Doob 不 车 式 和 
著名 的 上 穿 不 等 式 。 


» ifj» 


蒜 和 上 吉 的 不 等 式 是 下 面 证 明 舱 收 敏 定 理 的 工具 。 这 哇 
WALTERA ERARE. 

定理 2.6.1 设 (X,, n€ N) Ikt, 那么 对 任何 
1 > 0， 我 们 有 有 


CD aP [sup X, 2) < EX, — | 
s. ” 


[upt aa] XadP3 C2.6.1) 
s< 


(2) aP [ini X, < 一 1] <Í 1 一 XDdP; (2.6.2) 


u <-:a 
h z k 


(3) aP [sup |X,] 2 11 £ EX, + 2EX;. (2.6.3) 
Ba 
证 明 $r =inf{ne N: X, 2 ¿1 AK, ETENE hh E 
停 时 ,由 引 理 2.5.2, + 是 有 界 停 时 : 
EE [supX, > 4] 上 ， X, = 4 
在 集 [sp X, < 1] k, r= t 
根据 定理 25.1, (X, =€ ND 20 E bh ES IE 
X, > E(X |F X, e I = r 
EX, > E[ E(X, |F ,)1 = Ex, 


x . 
EX, > EX, = |ie 4 XAP t |, ca] XAP 
"< "< 
>a Í f 

= ¿P[sup X, Z: 21 十 Jes] XP 
ik 

¿P [sup X, 2 4] < EX, — aa a| X dP 

n Pak” 

成 立 | 


EATER (2.6-2. 
& s 一 inffme N: X, < —¿YAK, l RAA Gh: 
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在 集 {inf ,一 4} E, X, 一 1 
在 集 tinf X,> —1} FE, = š 


x EX, < EX, = | XP + [ X,4P 


[iz <] Hnfx >-à4] 
1 s<k 


s 一 4pTinf X, = 一 不 ] + |, XidP 
"<i $ 
移 项 可 得 
APlinf X. = —41 = je X, dP — [aP 


ofk >a] 
=< 


BD) 


tPLinfX, < 一 < 一 | žad? 


[inex 5- 
"< 


NI ga 


由 式 (2.6.1) 和 (2.6.2) 得 
1P[sup|X,| > 1] £ EX, + 2EX; < 3sup E|X,| | | 
"< ..< 


Htit 2.6.1 (Kolmogorov 不 等 式 ) 设 (X, NEN) 
Tik, EX; < 0， 于 是 对 任何 4 > 0, £. 


Plsup|X,i > 1 < T EX} (2.6.4) 
"š 


证 明 由 X. ERA 
X, 一 E(X,, F a) 
利用 Jensen 不 等 式 
Xi = (E(X, | F DS E(X5. |F a) 
所 以 X; EFR, (CX Fn Ebi, MEM 2.6.1 中 的 
sK (2.6.2) 可 得 
VPLsuplX.l = 1] = WPLinf (—X:) < ils E| X,|° 
由 此 得 
Pl[sup|X.| > 41 < ElX,P 
s< z: 


为 了 证 明 上 家 不 等 式 ， 需 要 引进 一 些 记 号 : 设 〈X。， 
Ë 。) 为 随机 序列 ，[z:8] 为 有 限 区 间 , 令 
ta — iaf{n: X, <a} CRED 
r = inflzn:n > Tas X, > by 


r; = inf{n:n > Ty- XX, < a} 
Tas 一 infímisn > ry X, > bY 


可 以 证 明 (z JE— | E JFB5925Bf. Se, + 2538 (x.< 
a) 的 初 遇 时 间 ( 和 让 定义 2.5.2 可 知 , 它 基 停 时 )， ?为 集 (e; 
X, > bl A Cra œ) 的 初 明 时 间 ，…… 。 显然 r, < r, < 
r, = -- 

X. 在 下 标 # 了 从 1 变 到 下 的 过 程 中 ,从 闭 区 间 [a,51 的 左 
AFRE L ,8 右边 的 次 数 5 返 回 不 算 次 数 ) 称 为 【三 om 
对 于 闭 区 间 La, 5] 的 上 家 次 数 ， 记 作 VIX, N, 于 是 
VI(X,k) 是 多， 可 测 随机 变量 。 事 实 上 

LyiCX, Kr] 


= [fya Ne (2.6.5) 

定理 26.2( 上 穿 不 等 式 定 理 ) 设 (XoF 。 2 k #@h, 
NEN, TĒ 

E{VXX, N)} < EXA (2.6.6) 


证 明 我 们 继续 采用 上 面 的 记号 ， 由 停 时 +。 的 定义 可 
SL X, < a, Xaj > 上， 因此 
定义 X — Key > ba (2.6.7) 
Ü, £ < 
Da ™ f: Ta S & < Typs W m= 0, leee 
s Tyn S Å < Ti 
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w w 


是 多 可 测 的 随机 变量 。 由 式 (2.6.5) 得 
{FCX N) = J) = {rya < N =< Ty} U {ry EN < tran} 
在 集 {ry = N < Tzi} EHA (2.6.7) 有 


Nl [7] . 
> w (X... = Xa) ™ 5 (X,,,-, = X ege 
k=1 k=1 


= (b — a)V IX, ,N) 
在 集 {ra =< N < Tyt E 


K- 1 


i 
D (X,  — X.) = DY Xa T Kag) 
k=1 


k=l 
+ (Xn Ke) IVANO — a) — (Xy — ay 
12 2 15 f 
DO (K, — Xp 2 (ç VICXIND — (Xx — a) 


k= 1 


(2.6.8) 
由 于 {m4 1168 多 4 H.E BhBRUEEER PIPIS 


N-1 N-i > 
E (> VLX gr — Xp l = > | CX gri -一 X,)4P = Ü 
km1 


k=1 {yr} 


《见习 题 2.6,1)， 由 式 (2.6.8) 得 
C — ayE(VI(X, N)) — E(X y — a) =< 0 
即 式 (2.6.6) 成 立 ， ú 
定理 26.3 (Doob 不 等 式 定理 ) k X, n€ N) 是 
EAF, 
X* = supX, 
那么 有 


e — 1 


EX* =< 《1 + supE(X,log*X,)) (2.6.93 
IX* h =< gsupllX ,ils (2.6.10) 


+ '1B5 ° 


其 中 p> 1l, q4>1 为 一 对 共 轿 指数 , 即 
二 十 二 一 L, él, = CEID" 

logta 表示 loge HER. 

证 明 设 &€ N, 令 X 一 supX.. + 

F(4) = PCX} > 2), WT ¿> O 

由 于 
[inff —X,) < —4] = [supX, > 1] 
"< "< 

REA (2.6.2) 可 得 


PLXY > 1] < |... XidP 


rx a 
因此 有 


1 
FQ) < r fagon XeaP 


设 PG) 为 10,co) LARRAK PO) 一 0。 而 且 设 
Pel) 是 XË 的 分 布 函 数 , 妈 
Fel) = PIX < 2) — FO ` 
于 是 
EIVCXN)] 一 N PAJP) 一 一 [FOFO 
浊 分 部 积分 法 得 


— [POEA — | FO — gO FO 
< | FO)aw0) 


<J (E faote) ara 
- s ja (Jese) 
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这 最 后 一 个 等 式 利用 了 Fubini 定理 。 
如 果 令 p(2) 一 G — 1)+， 那 么 有 
再 《天 — 1) < ECXY— D's EXpogtXŤ (2.6.11) 
由 于 bgs < a/e (x20), WIER a 20, b 2 0 (k == 
HIDA 


slogtó = alog*a + bje 


园 而 
EĻ Xog XE EUXAog*XAl 十 二 E[XË] 
于 是 从 式 (2.6.11) 得 | 
Ext < 一 _ 1 (1-+EE X log*X,]) 


由 于 XF1X*, # ETFIBS AS SEE h k-> co, AH Fatou 
引 理 得 
“ —1 
现在 证 明 式 (2.6.10) RI. 
如 果 令 下 (1 一 如 > 0， 那 么 有 


ERP < £ — EGAY) 一 qEXUXY O) 


HAH Halder PERCEM 1.6.2) 得 
ECXE) < ¿(EXIF (E XY" 《2.6.127 
X TERA (2.6.10), Kahit supl Xll, < c, FEA 


EX* =< 


(1 十 supE(X.logtX.)2 


Í 4 
lx£ll, < I21 x,ll,=< Xl, < o 
m= == Ü 


EA (2.6.12) 两 边 用 EX 去 除 ,可 得 
Ixl < ob 
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利用 Fatou 引 理 可 得 式 (2.6.10), ' l 


f 习 题 26 
LIR (Aror € N) EER, Aç Fa iE 
| Ctm xr 
z. (X,,s é N) X Eu UEFA > 0 
r= inf{r € N: X, A) AÉ 


是 有 界 停 时 . 
8.2 (Xas € N) X EE IEH 
supE| X. | G EX, + 2sumFE XZ 


27 REKKER 


ME kýta, ATRE 
著 章 妆 教 定理。 定理 证 明 的 依据 是 上 字 不 等 式 及 一 
数 可 积 性 等 概念 。 


上 上 奥 收 敏 定理 是 秀 级 限定 理 的 基础 ， 以 后 的 许多 定 吾 都 


以 此 为 出 发 点 ， 
定理 2.7.1 设 (X,,n € N) Lik, E 若 supEX; < 0, 


man n— oo Fj, X, Ju ñb Akb TA IRELE 量 
。 若 (X., n€ N) HEME M se N 时 
E(X.| F ,) =< X,, a.s. (2.7.1) 
证 明 设 0 为 有 理 数 全 体 ， 对 固定 的 abeg, a< b, 
EFRA VX, N) 是 不 的 单调 上 升 函 数 , 令 
Em VX,N) — V(X) 


AREA {Xs} + ë [a,5] 的 次 数 。 
利用 定理 2.6.2 中 的 上 穿 不 等 式 (2.6.6)， 可 得 
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ETSCX)} 一 mg {V(X N)} 


= 1 supE(X, — a)” 
b—4a s 
la] + supEX; 
33 _ _ eo 
b—a 


由 于 VX) < co, a.s., PË 


PETMX7 < œ] = 1 
iz 
W, = {iminfX, <a < b < limsupX.) 


W = |] Fam {liminfX, = limsupX,] 
A 5 
bdg O 
容易 看 到 ,在 W. E VX) 一 +w, AE 
PXW...) — 0 
因而 POF) = 0, FH 
lm X, = Xa, a.s. 


由 Fatou 引 理 
ElXw| =< supE|X, | < EX, F 2supE X7 < co 


这 后 面 的 不 等 式 是 根据 上 吉 EX, 2 EX, 获得 的 。 因 此 x. 
可 积 ， 
如 果 {多 .} IEH HHE e > n A 
E[X.] F ,] < X,, a-s. 
2 m — %, H Fatou 引 理 可 得 
ELX a) F ,1=< X,, a.s. 
定理 2.7.2 设 (Xune N) HER IR (xy 一 到 可 
积 , 则 存在 一 个 可 积 随机 变量 Xo 使 得 x, atuk x. 


共 且 对 一 切 s € N, 8 
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E[X.] F ,| =< X,, a.s. 
证 明 由 于 (X.) 一 至 可 积 , 有 
(ix, la? < + j. ,XlaP 
其 中 
j [XdP < g, Yi ca 
IX g >e . 
因此 
supE | X. ] < œ% 
由 定理 2.7.1, X, — 不。 a.s. 
下 面 证 明 x. x.. 
根据 定理 2.4.2, mX, — Xos a.s. Ko 可 积 ， {XX} 一 
致 可 积 ,因此 
x. L x. f 
H TF(X,,sé NDELEH m > z, EKn) F y < X, 
而 
x EJE p) EKF ,)] 
< E(E(|X, — Xoll 2. 
= E |X 一 Xel zzz? 
故 得 
E(X.| F ) < X,, a.s. | 
E(X al F a) = X. a.s. 
证 明 由 于 (X. ane NJA, 因此 CX。 aae N) 也 是 上 
般 , 故 由 上 面 的 定理 得 
EKo 多 p) < X, 
由 于 (K.,n€ N) EE F h, i 
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E(—X F xX, 
即 
. E(X.1] ;) > X, 
于 是 有 | 
ECX lF ,) = XX, a.s. . lI 
推论 2.7.2 设 (X,.,,w€ N DE T Sh .EXI < c, n é N, 
2 为 常数 ,那么 X, — Xos a.s, E Xa 可 积 。 
证 明 由 Jenseo 不 等 式 , 有 
(E|x,|) =< EX: < ¿ 
# 
supEX; =< supE |X,| = c 


满足 定 到 2.7.1, 因此 结论 成 立 。 

非 空 集 族 F 称 为 = 族 ， 如 果 它 满足 若 A, BES, Wi 
ANBEF, 

集 族 2 FR NK m 35 WS JE Fi 2 H: 

GO) OcA; | 

(2) Æ A.B é 2, 日 ADB 则 A 一 BE; 

《3) 设 {E.》 为 À 中 的 增 序列 , 则 
limE, € 1 


显然 由 0 一 切 子 集 所 成 的 族 是 23, | 
设 @ Erik, KE) 和 cC) 分 别 表示 由 多 产生 
的 414 族 和 so 代数, 则 MG) 一 oC), 
利用 这 一 命题 可 以 证 明 : 
引 理 27.1 it (2, 多 ,P) 为 概率 空间 ,5, n 为 两 个 可 
积 随 机 变量 ,而 且 设 多 CB ,多 是 x 族 ， 如 果 E: — En B 
| ECEXA) 一 EG O, AEG ` 
那么 


» Pie 


E(t ja) = Ell E) 
证 明 BEJA, 
定理 27.3 设 瓜 为 一 可 积 随 机 变量 ， 令 &。 一 ECI 


F a= E G| Vr >, 其 中 VY 多。 表示 包含 所 有 
15.1 的 最 小 = 代数 ,于 是 当 ”一 oo 时 


ETE TN La 
Es ~~ 
证 明 ”因为 
E[ë, lB l= E(E[:|]| F pal F D 


@ EF n) AR, 
再 证 明 dE) 一 致 可 积 。 令 了 ,一 EUELA], HE 


何 
¿ > 0, 我 们 有 
PlY,> ]< 1 EY,— El 
£ 
于 是 


| Yap = | 让 dzP < 8P[Y, > c] 
Yim! [yie] 


lslap < Želel + | HP 


finon EHETI] 


给 定 s> 0, B á tE 


lslaf < 


j . 
DE) 2 


于 是 当 e > Elg] 时 


电表 让 了 到 


Y, aP < 8 
[Fg] 


这 表明 {Yi} 是 一 致 可 积 的 ,但 是 
Y; = EEEL :] = |E[£ |] Z ,]! |E;| 
”因而 {ij 为 一 致 可 积 族 . l 


由 定理 27.2, p n 


ny AE 多 于 是 
EL Eaka] =| Elia] — ELEX4a] = Elna] 


由 于 5，? 为 VPT i V7. (U F.) & 
由 引 理 2.7.1 有 
E. — E [FE V =. -E | V a-a “ 


HERTA RA Z_ 一 t: “-,—2, —l, 0} p Sk To 
ih akapa. z (Q, P) 为 概率 空间 ， tF shr 为 
一 列 多 To fR S name Z_ tjik n> m, F ,— 
F X, 关于 Sr, I Yne Z_, BA (X,,= € 之 _) 称 
2 Ek in vase ZX, 可 积 , 则 有 ` 

E[X.] F 1 < X. a.s. 
定理 2.7.4 it (Xone ZO Pe F BR, mA 
im ELX,] < o 
M {X} KR B. 


atni 
Xx, EEE y. 当 go0 


证 明 设 VXX, 一 科 表示 序列 (Xe Xain» ts X.) 
ESRA La,b] 的 次 数 。 由 定理 2.6.2 知 


1 
— a 


Ea AE] Fn NFE 


EVIAIX,—k] < 


E[(X, — ay) 
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> . 
VX) = tmVAX,—A) 


于 是 有 


EVOO < > 1 — E[(X, 一 9] < % 
由 于 YILA) 是 序列 (~X mK -) += [ 一刀 —a] 的 
次 数 , 改 由 定理 2.7.1 的 证 明知 


8.s. 
X, — Xua 


当 #4 一 一 00 kh, EX, >o, 出 定 吾 的 假定 知 
c = co 
EE (X, 一 致 可 积 ， FEGE , y. z_ RP 
积 (如 定理 2 7.3 的 证 明 }， 因 此 只 需 证 明 (X, —E(X,| F a) 
-AR BEREALA, ARNEE X。 非 负 因 而 只 
RERA IX.) 一 致 可 积 。 给 定 s> 0, MARK j EBK M 
而 使 “ 一 BLX-i] < s12， 由 上 款 性 质 , 有 


j KdP = ELI X, ] — |. 
IX an] IX gr] 
< Ex, 一 j XLidP 

Ix ,<=,1 


XIP . 


= EX. 一 E(X) + [ X. áP 
X>, 


对 于 ci> 0, n€} 
由 于 ¿2 EX, > EX; i EX, — EX; < eia < =). 
3-A EHT 


PIX, > =< i EK, < 
PEA e, ÆRE 4 — e neZ. 有 
|... X dP < 
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并 县 对 i= 0 一 1 一 # 有 


_ [a XP <。 
于 是 , 当 o RE KI) 
| sup f xd <s 
这 表明 (X. 一 致 可 积 。 由 定理 2.4.2 知 
kurus ， 


推论 27.3 设 上 为 可 积 随 机 变量 ，{ 名 ,jew 为 单调 下 
AI 名 的 于 9 代数。 令 Em ECES o) E 


E. [E-a pe E (ë: Ne.) 
证 明 ”由 上 面 的 定理 知 ,存在 ?使 


Pr 
Ea — a 


设 
Ace NF. 


于 是 有 | ' 
Bm E (EK) = E(D 
但 对 一 切 a, ELE, Xa] EÇEX,l 由 于 5 关于 (1 多 。 
可 测 , 上 由 条 件数 学 期 望 定 义 得 
a= s (E| N %.) r HË 


FERE x gx PE EHR RIIT Sr bk LEHRE A ARN 
定理 27.5 设 Gn FD HFR, ES < co, (s. 
是 {2.}, {Y.a} ÉE a 代数 子 序列 ， 令 Zi Y, = 0, 有 


= L935» 


£, =< Z. F Y,s n Z= 2 (2.7.2) 


对 于 > 0, $ 
r = inf{n: Y. > b) (2.7.3) 
且 . 
EY Zu<=1 < oo (2.7.4) 
那么 S, 在 
{sup2Z, < œ, supY, < b|] 《2.7.5) 
二 几乎 处 处 收 伍 。 


证 明 对 性 给 a> 0， 念 
r = inf{n:Z, > a) 
并 且 设 
t, = minr —1,r,n) 
则 o, 基 一 有 和 界 停 时 序列 , 且 oa, SS o. CZ, T 2.9 38). 
因此 ,由 定理 2.5.1 知 《36 入 a) BETA ES; < co 
EE ES; < co, 


ES}, < E(Z1 ) + >` ECY? Xien) 


j=] 
= d 十 > EY Xe wiee + Xira 
...1 
+ EY Xt esser] 
=a + b yd) EY earm 
i=] 
= a+ b + EY Xea 
由 条 件 式 (2.7.4) 可 知 
ES}, < So 
由 定理 2.7.1 可 得 lim So, 极限 存在 和 且 有 限 . 


当 r= r ' = co FF, SEA (supZ, <a, sup Y, < b) 
.196. 


上 a.s. Kik FH TF a 的 任意 性， 可 知 5 在 亿 (2.7.5) 上 a.s. 


收敛 ， | 
推论 2.7.4 条 件 (2.7.4) 用 下 列 末 件 (《2.7.6) 代替: 
ElsuplY + — Y;2) < oa . (2.7.6) 
定理 2.7.5 仍然 成 立 ， | : 


证 明 r 由 式 (2.7.3) 定义 
EY X. <... = EY T XÁ <a + EY Kire 一 EY Xtreem) 
< E(sup(Y,+ 一 YID) + EY? Xua (2.7.7) 
由 条 件 (2.7.6), z 2 0 和 Y, 一 0 可 推出 
EY Xirka < SO I 
即 满足 定理 2.7.5 的 条 件 , 故 推论 成 立 。 t 
fy 275 设 GoF D EFR, Y, 是 Sr ,可 测 的 随 
机 变量 序列 ,ElY,| < co, Elsupl Yin — Y;)) < œ% 
县 EY’ A S. 在 集 


T2 CECY aal 一 了 < O pup; < o} (2.7.8) 


=Ñ 


E a.s. T$S. 
证 明 + 


2z 一 SEC 2 一 了 ) 


容易 验证 (Za F a) ER 
Z, 一 ECY ml F mi) 一 Yn 十 ECY uil F aa) 
— Yma + --- + E(Y,| =” ,) — Y; 
= —Y, + PEC a) 一 Y,a) 
+ E(Y,|.,) < Y; + U, (2.7.9) 
其 中 


= 97> 


US (E OIP a) — Ya) + ECT 红 小， 


xm 2, 

EZ n 可 测 的 。 

由 推论 2.7.4 和 式 (2.7.9) 可 知 Z, 在 

{sup Y, < œ, supU, < 0} 

Las. Hak. 

-因为 Z, +$, ETR H s, =< Y, 

Z, + $. =< Z. + Y, < U, 

因此 Z, + S, 在 {supU, < ooy 上 as. Hak ik S, 在 集 
(2.7.8) 上 a.s. Hda. | E. 

推论 27.6 . 设 (S., F AFE p > 1 

(1) # ECY <oo, WJ S, 在 


[E EUSP sty) <=] C27.10) 


上 a.s. Kta. 
(2) # Ejs, |<, MW s, 在 


[E EASA a) sal < oo } C27.11) 


上 a.s. 收效 。 
证 明 因为 
$. =< $S =< (S£)! + 1, S, < 1s;| < 1s, + 1 
由 推论 2.7.5; 本 推论 得 证 ， ' 
定理 27.6 i (8,7 a) DWA, E|S.| <o, X, — S 
X, — S, — Ssa `n 22 2, HUR 


— lo. x EC|X, | Xua ice 
ž_}ł} 


a496 


十 | ,| Xx ma | na) = ob) (2.7.12) 
其 中 a, 0 为 常数 ,那么 S, fEA L a.s. 收获 
证 明 令 X, = X Älta <... s 于 是 
[ECK | 一 |E(X,Xr r men ._.21 
SEX, | Xnr, >ei l F pa) 
那么 在 4 上 ,有 


> ECX F n) < O, a.s. : 《2.7.13) 
3 
因为 


D PC a= X...) = E POXA > ol.) | 


<= 2; E(|X,|]Zux, >. F na) < co , No € A : 
所 以 
> P (X. ae X.) < oo 


ÆA ERX, R 


P(AD1X S< KX.,i.o.]) = 0 O JAA) 


再 令 
Y, — XI + '-- + X, — E(X;| P”) 


=  — ECK, F nai) 
TÆ 


ELF a) = E (D x— E EXIF 全. 寺 
“fet f= 
=—1 " 
一 之 x;— 21 EXIF -) + EGIF a) = Yui 
i (YaF a) ER, H 
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ECY F a) — Ya 
一 吾 |[Y。 + X. ELX F OP BF aa) — Ya 
一 ENX 一 ECX Sr 0) F nal 
一 ECX SD) — L E(X,| F DF 


mH a 
ECA F a) — Y1 S EF F Aa) 
= ECX Xuria | n1) 
码 紫 在 4 上 有 


D ENF na) — Yia) < co, a.s- 


由 推论 2.7.6(2) 可 知 , 了。 在 4 上 a.s. ak. EA C2.7.135 

和 (2.7.14) 可 得 S, 在 4 上 上 a.s, Ir Sk. 
推论 27.7 设 1 < p< 2, E B 
= [> EXIF) < oo} (2.7.15) 


[| 
则 3。 在 4 上 as ES 
证 明 因为 


> EC XN Xe + | 天 中 Ken|. a) 


KE EX < 
由 定理 2.7.6, 本 推论 得 证 。 ' 


3 m 27 


+, 试 写 出 下 席 的 上 穿 不 等 式 . 

-2 . 试 写 出 与 定理 2.7 .1 相应 的 下 扫 收 雍 定 理 ， 

SiE (x,, Fa) Hek, ExXi< oo, a0. EMRE s <o 
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人 人 


使 得 at = X, RID, BÉ Z, . 
E| supX | ELX I 


其 中 9 HERR. 
4. 证 朋 引 理 2.7.1, 


28 几乎 上 黄 和 新 息 序 列 的 收敛 定理 


提要 ”本 节 证 明了 一 秆 几乎 上 糙 列 65 0k 2k Z 
理 、Toeptitz 引 理 、Kronecker 引 理 和 新 息 序 列 的 
HERA, 


设 (08, ,PP) AARRE, F CFC CF 是 
F 的 完备 子 s 代数 列 ， 对 于 一 1，2， Zus nes Ens Ca 
都 是 非 负 的 多 。 可 测 随 机 变量 序列 。 
定理 28.1 # I 
Ell F p) ST +a) +Ë C2.8.1) 
则 在 1 


[Ea <0, > š, < co} 
集 上 im Z, 存在 且 有 限 ， 而 且 Z u < ce as.. 
证 明 令 | 
4= fo [Ea < >, > ¿< oo) 
EX 
Z= z. Tr smu Í G +a 


tæi k&=1 
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TT ee ee aat a 


Li 


t= its + 


i ea 
因为 m > 0, Y 2 1》 所 以 上 面 定义 的 三 个 等 式 均 有 意义 . 
由 式 (2.8.1) 可 得 


E(Z¿ | < Z, + s, — t (2.8.2) 
在 4 上 
Sg < DE. < co (2.8.3) 
令 r o 
u, = z. E (8 — s) (2.8.4) 
t=] 
Heo f : 
s= inf Ís: > >a} (2.8.5) 


ER f> n) F.H (28.25 和 (2.8.47 得 


ECV DE| Zn D 82.) 


SZ +i nat Ge, 
i L 
而 且 有 | 
ECU newn! F) = U Kiran + EU lS Xu a 
=< U Kica + U „Xia = Ujns 
所 以 {Uno 7n) ELE 又 因为 


TA 


U, 2 > E, > ~a 
: kei 
因此 
EU ipe a 


由 定理 2.7.1 知 lim Zn 存在 内 有 限 , 即 在 
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EN 


lalim e) = fe [e <] 
+ lim U, ## HR #ER. 
HX a 是 尾 塌 的 ,因此 在 
feo |> 6 < œ} 
上 Jim。 存在 有 有 限 。 


由 于 式 《2.8.4) 在 {BE < col E imz, TE ARA 
>ú 二 9， 因此 ;由 式 (2.8.3) 和 


“=l 
Z, 一 Zi ja + m) 
以 及 不 等 式 


¿< [DI + aO 


可 知 ， 在 4 上 limZ, 存在 ,有 限 且 >; š, < 00 4.8. B 


推论 28.1 HAP a= l, 2,…， Za En ha 是 关于 
F 。 可 测 的 随机 变量 序列 。 多 。 是 多 的 增 子 6 代数 ,假定 
EZF a) < Z, + š, = š, (2.8.6) 


那么 , 8 D E, < co 时 有 


(1) imZ, = Z, a.s. Z TP; 


(2) P) ie < oo, a.s.. 


证 明 当 x, — EE | Ë 
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注意 ; 《1) 这 里 的 条 件 ZE, < co a... 比 文献 [13 中 
定理 2.7.4 条 件 放宽 了 ,但 结论 是 相同 的 。 

《2) 定理 2.8.1 的 证 柄 引 自 文献 【15]， 

(3) (Z,, n€ N) WEA (28.1), Z, EKJL E h , 故 
定理 28 1 和 推论 2.8.1 称 为 几乎 上 磐 收 伍 定 理 ， 

引 理 2.8.1 (Toeplitz 引 理 》 EL Pup k= 1, 2 为 
t X 疡 实数 矩阵 列 , 对 某 一 固定 的 《有 

imp, = 0 《 堆 短 阵 》 


对 所 有 的 # 右 


D to, | < (第 数 ) <o 


k&=1 


y, 一 2 Derk 


其 中 (n) Er 维 实数 向 量 序列 ,那么 
(1) 由 lmz; 一 上 可 推出 Jim y, — 0; 
(2) Pim D) @,. , — !, H Hmzs = + < oo uj #E H 
Hy ma 
证 明 《1》 由 已 知 条 件 lima, = 0 知 ,对 尾 何 #8 > 0, # 


在 RE 使 得 对 于 所 有 k> kOe) E 
` |z, < fe 


出 于 


" kt - 
y. = D @,. ar I = D>) p.s + D $... r. 
= t=} 


=+dis} +l 
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利用 范 数 不 等 式 可 得 
此 < 


>] Box 
k=1 


kus; 


> Onti 
k—1 

0 得 
imliy. =< 8 


+ $ e, lla,l 
kmit 


(l+ 


lyi <| 


< 


[+e 


再 利用 Psa 


# — 


由 。 的 任意 性 可 得 
Hm. =O 
(2) 因为 


y | T >; Paat + >; p. CX 一 x) 
tx] 


t=i 


利用 
lim 之 go 一 1 和 lim (x4 — z) = 0 
ARASH (CD) 可 得 


lm y, — * + 0 = < l 


注 春 :在 以 上 引 理 路, 1 表示 短 阵 的 范 数 ， 如 All 一 
[Amt A r, LnarC™ } 才 示 矩阵 的 最 大 特征 值 。 
引 理 2.8.2 (Kronecker 引 理 ) 如 果 


S$, — 51 Ap A, p X p EE E (2.8.7) 
-kal ` 


s, 一 D1 Sup YRA p EDR (2.8.8) 


kei 


那么 由 
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lime, 一 六 | 天 oo (2.8.9) 


lims; = 0, Yk> 0 C2.8.10) 
> [Si Aal < co, n > 0 (2.8.11) 
k=1 
可 导出 
Hm Sç! SI = 0 (2.8.12) 


证 明 本 引 理 主要 利用 Toeplitz 引 理 来 证 表 ，。 
< s = 0， 由 式 (2.8.8) 得 
a — vga SE 
即 
SEO — yA) = xa `“ > O 
因此 
85 > xa = S, D Seler — van) 


t=} 


= o, SS + SZ! 251 Sor — nga) 
k=1 


= x, — S; (s.s. 一 Esin 一 vaa) 


km] 


= v S 21 (S, — Seaia 


k=] 


= r, — Si D Aw 


t= 
EX 
è — ft x*1 <k=<8 
"t 0， XR Zn 
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Er, 1 


所 以 
MP e 
由 条 件 《2.8.11)7 得 
Slol = S) Ispa, <o, nl 
kmi kmi 
应 用 Toeplitz 引 理 ,有 
lm $; >; Ag = lim 5 Paata = jy 
"== k= "== Íz 
于 是 
lim ;' > — limt us — lim Sç! > AY 
E k=l Y # k= 
= y —- ç = Ü B 
定义 281 jls, E j B 代数 序列 , 即 
ES C 37 C - - - C s 
(s.l 适应 于 {F}. mE 
Eel Fa) = Ü, `n > Ü 
则 称 ies) 为 鞍 差 序列 或 新 息 序 诉 ，. 


定理 2.8.2 设 {ss} 蚌 一 个 适应 于 {7 ,) 的 新 息 序 班 ， 
(Xel 定义 为 
X, — > Ste, n= 1,.2,... 
X, — 0 
其 中 


3 一 Fb 
k=1 
h 是 半 正 定 对 称 方 阵 。3, 关于 F. SIB, H. 
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E (> Sr'e,sFs;') 


rmi 


< c (WH) <0 


lims — 0, Y 2 i a.s. 


> IS; l < oo En 2 L a.s. 
k=1 


那么 
A) CXar F ,) ER; 
(2) X, JLPG RR 


(3) S;' Se, 8.8.。 


— 
py # — o 


证 明 CD ECX AF p) m E(S;'e, + Xl na) 
一 ES, F ,_.) + X,_, 
ATR s, 关于 F.a 可 测 *, 由 引 理 24.4, 有 
ECS E |F So Bel  ) = 0 
A KoF .) ER, 
C 考察 ECAD EBAN: 


ECX.xD) — E(B aE sra) 


一 E (> S'ees + >) DB) Sele sfSy' 


ral | 
k k-i E 
ED sees) ESD srieefsr’ 
twi i=) E= 
+ 2 D EG eels F ia) 
t=1 J=#Ë+ ! 
a k-i 
+D D EC(S;z'a S S gm) } 
kmr j=l 
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-E [> Sr'a,sIS; '] 


=el 


因为 后 两 项 都 是 雪 - 
根据 假定 
IE(X,xD| < e 《常数 ) < oo 
由 推论 2.7.2 有 
mX, = X, a... B xu f 
G) 虫 于 假设 


lms ih, = 0, YÅ I 1, a.s. 


D Sri <, Vn 2 1, aa. 


km1 
RECO) 
Hm X, = X, a.8. 


#—= 


因此 Kronecker 引 理 的 所 有 笨 件 都 满足 ,由 此 可 得 


lims; Se = o, 8.s. 
W i=] [i 
习 题 2.8 


1. 设 (XE), ne N) G= 1, 2) BREES "为 停 时 县 忆 
XX o é (e<eo), E 


Ew 当 seso) 
XK,(@) = 


n € N 
XPO), 5 epr) 


Wax T — +E E h. 
32. 证 明 每 一 个 下 上 寺 敢 定 几 乎 必然 收 黎 用 


Xa = limX,,s.8. 
. 
满足 
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EFE(X. | EKn n € N 
3.# (X,,= E N) yE L 8k, "(3,s, 多 wa P) 上 的 停 时 , 令 
X = E(X,, | Fn] n EN 
IEH (X,, =€ N) RE E Rk. 


29 上岗 列 的 分 解 


提要 本 节 讨 褒 离 数 时 B| t 的 Doob 分 解 和 
Riesz 分 解 , 并 对 上 鞍 的 结构 作 深 入 的 研究 。 


BAILES (Xas F 。) 称 为 递增 随机 序列 , 若 
0 = X, < X, < -- 


则 存在 Xm = lm X,, as. F XQ 可 积 * 刚 递增 序列 是 可 积 


RU. # X< 可 积 , 即 {X,} 为 可 积 递 增 随 机 序列 ,那么 

C1) EX, < EXw < 0， 即 对 一 切 nm -RER 

(2) 因为 EX < o, WEA e > 0, FE á> 0, 内 
要 AEF, pCA) =< 5 就 有 


|, Xdp < | Xudp < s, Ya) 


根据 {X。}》 一 至 可 积 的 充分 必要 条 件 以 及 定理 2.43 可 知 
{X} 一 致 可 积 ， . 

因此 ,可 积 递 增 随 机 序列 是 一 致 可 积 的 ， 

定义 Z9.1 i Xe 27, 是 随机 序列 , 若 对 于 每 一 个 
s = 1, Xas 是 =, 可 测 的 ， NIR CXar F g) 是 可 料 的 。 

定义 29.2 Lak (Xn F.) 如 能 表示 成 

X, = m, 一 Z,, Nn > 1 {2.9.1) 

其 中 (ms F RCZ a 多 。) 为 递增 随机 序 列 ， 则 称 
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式 (2.9.1) HERRI Doob 分 解 。 
定理 2.9.1 任 一 上 黄 具 有 Doob 分 解 。 如 上 内 分 解 中 的 
递增 序列 Z. 可 料 ,那么 分 解 唯一 . 
证 明 定义 
m= Ñ, f 
mar — m, 一 X, 一 ECX unl F ) nl 
并 且 令 
Z, — 0, Zan — Z, = X, — E(X,.,| F n) nn 1 
HF 


EC mgs mF) = ECX, F ,) 
一 ECX pal F) = 0 
因此 
E(m,..| F p) = m, 
好 (m,, w€ N) ER, 
XAW CX,, z€ N) EEH, 
Z, — Z, Z= 0, w 2 1 
(Z,, n€ N) 是 随机 递增 序列 


容易 验证 
X, = m, — Z; 
根据 数学 归纳 法 。 假 设 
X,., = m,_, — Z.,_, (2.9.2) 
由 定义 


X, = me + ECX, F pa) 《2.93) 
把 式 (2.9.2) RAA (2.9.3), 得 
X, = m, KR) + EX, F na) 
= m, — (Xr T ECX, ,.)) — Z, 
一 m. — Z, + Z,_, — Éa 


— m, — Z. 


„i.e 


因此 式 (2.9.1) 成 立 ， 
证 明 分 解 的 唯一 性 : 
设 有 另 一 个 各 (m+ ，, 多 。) 以 及 可 料 增 随机 序列 《2.， 
F.) 使 得 
X, — m, — Zis, Yni 
那么 
Zin — Zi = (m, 《一 
对 .多 。 取 条 件数 学 期 望 : 
Zt Z, = X, — E(X, |Z a) = Z, — Z, 
因为 Z, = Z, — 0, Br J Z, = Z., n> 1， 从 而 有 m = 
mo Ya >l 成 立 。 8 
Doob 分 解 表 明 .上岗 等 于 坎 与 可 料 增 序列 之 差 , 利 用 这 一 
研究 可 以 南 上 识 的 由 化 性 质 推出 对 的 收 伍 性 质 ， 或 利用 加 的 
曰 伍 竹 质 推出 上 负 的 收 伍 性 质 ， 因 为 递增 序列 的 收 氏 性 比较 
容易 判别 。 
定理 292 ik (Xn =€ N> 为 一 致 可 积 上 鞭 ， 则 其 
Doob 分 解 中 的 者 和 递增 序列 也 一 致 可 积 . 
证 了 明 it (X,, ne N ) 的 Doob 分 解 为 
X, = m, — Z. 
由 于 {Xs} HER, | 
supËE]|X,]| < ce (RER) 
设 
lim Z, = Za 
TEREA 
EZ-— im EZ, 一 Em, 一 lm EX. < co 
因此 (Z.r 为 可 积 递增 随机 序列 , 击 且 127.) 一 致 可 积 。 
由 于 m, — X, + Zo TEB Im.) 也 一 致 可 积 。 
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定义 2.9.3 设 (X,, F.) Arala H 
#m EX, = 0 


lx, o, 此 (x., S.) 称 为 位 势 
推论 291 tAE- RIRE, 
WH RIFE, 
定理 2.9.3 随机 序列 (X., F. 是 位 势 的 充分 必要 条 
性 为: 存在 可 积 递 增 箱 机 序列 《2Z,, F n) 使 得 
Xn 一 El Ze) F a) — Ze N> 1 (2.9.4) 
E (ence N) 可 料 ; 则 式 C2.9.45 表示 唯一 . 
WS Jer: EA OID RI MAER n Z 1, 
A . 
E(X,. 127 a) = E(Z+| F ,) — E( Z, lB ,) 
= BE(Z<| F ,) — ECZ. F) 
— E(Z. |. ,)-— Z, = X. 
R. 
Xa = E(Z+ — Z| F n) 0 
HONERI EM x, > 0 (MEJE  &CX,, T ,) 是 位 势 
必要 性 : X ne NE, ER Doob 分 解 为 
X, = m, — Ža nl | 
由 定理 2.9.2 知 , 位 势 是 一 致 FJ EBE, 因此 其 Doob 分 解 中 
MAiA aR, BREE 
Ma 一 Emsal F a) m 下 Emal 多 a)l F a) 
= Elmnl F p) = --- = Ema) F ,) 
H 
fie = limm,, a.s. 
二 此 《Z。 ne N) Seul BAy38B88LFFs), x, 是 位 势 ; 
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lim X, = Ma 一 Ža = 0, a.s. 
而 且 
ma = EC Zal F.) `“n Z= 1 
即 式 (2.9.4) 成 立 , 唯 一 性 可 由 定理 2.9.1 得 到 。 
EY, 294 E (Xn n€ N) 可 表示 为 
X, = Y. + Za, nl (2.9.5) 
其 中 (Y,，# EN) ER, (Za ne N) 是 位 $, K Xn 
se N) 具有 Riess 分 解 。 

引 理 29.1 设 (Xn Fa) ELi, WRERA Riesz 
分 解 ,那么 其 Riez 分 解 必 唯 一 ， 

证 明 设 X, = Y, + Z,, X, — Y, + Z; EES ( x,, 
S, 的 两 个 Riesz 分 解 。 因为 Yo Y. É 26 8, 因此 
(7。 一 Ye*，. 多 。) EH, 

x. 


š 


Y, — Y; = Z. — Z,, w > 1 
以 及 Z. 和 Z, 均 为 位 势 , 因 此 由 推论 2.9.1,{2。 — Z.) 一 致 
可 积 ，{Y, — Y. -ATIRE 
y,— y, 0 
由 本 章 定 理 2.7.2 和 推论 2.7.1 可 知 
ECYo— YF YY, — Y, = 0 
即 对 一 切 s 8 Y, = Y,, a.s. 从 而 有 Z, — Z;, a.s., E 
E 294 LE (Xn 多,) 具有 Riesz 分 解 的 充分 必 
要 条 人 性 为 
lm E X, > —% (2.9.6) 
证 明 必要 性 : 设 《X a) 具有 Riesz 分 解 
X, — Y, + Z, 
那么 对 充分 大 的 # 有 
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EX, > EY, = ËY, ` = 
内 此 式 (2.9.6) RI. 
充分 性 : 如 果 式 《2.9.6) 成 立 , AH (Xa né N) 是 上 
k ERJ Doob 分 解 为 
X, = m, — a, 
于 是 
Ean = lim Ea, = Em, —im EX, < o 


因此 Cas s€ N ) 是 可 积 递增 随机 序列 。 
令 
Z. 一 E(a= |.) — a, Yn 1 (2.9.7) 
Y, = m, — Elaa) Fp) Yanl 《2.9.87 
那么 (Z., ne N) Aih, (Ya me N) DRE 
X, =Y, + Z,, Yel 
BH CX,, s€ N) RA Riez 分 解 . | 
”推论 2.9.2 i (X., s€ N) 为 非 负 上 者 ， PB Z. (X,, 
ne N) RA Riess 分 解 , 且 分 解 中 的 对 《Y。，n EN EE 
ñ, 
证 明和 留 作 习 题 ， 
推论 293 it (X., sé N) EBO RER, 那么 
(X,, FEN) 具有 下 列 Riesz 分 解 : 
X, 一 B(X.|”,) + (X, 一 EKo F ,)), Yrd 
其 中 
lim X, 一 X. 
证 明 留 作 习 题 ， 


习 = 之 9 


1. 证 明 推 论 2.9 l. 
2. 证 明 式 《2.9.7) 和 (2.9.8) pR yr, 


=- fij- 


4. 证 中 的 论 1.3.3, 
4. 证 明 推 论 2.3.3， 


L, 
.证明 出 式 (2.9,4) 定义 的 X, 一 “0， 
210 鞍 差 中 心 极限 定理 


提 棋 ”本 节 讨论 到 下 标 随机 序列 的 中 心机 限定 
m. 首先 ， 我 们 给 出 一 个 现下 标 相 依 随 机 序列 的 中 
SHERE, REENE PME, 


e eu A t EE EETA 
数 办 识 的 渐 近 性 质 , 是 很 重要 的 数学 工具 ， 本 节 主 要 介绍 D. 
L. McLeish 的 中 心 极限 定理 ， 
” 设 (9, F, P) 是 概率 空间 。 {Xn j= l,e, k. 
a= 1，2, .是 定义 在 《9, Sr, P) 上 的 双 下 标 随 机 序 
7. e 

s = x Xni 《2.10.17 


W 《多 0 <i < k 是 F 的 子 g 代 数 的 到 下 标 序列 ,对 
T s bl 1 <; < k,, Xa EF ni TME 5, _ 

Fi É i Hear, BB ë — —1, 为 实数 ， 对 于 每 一 个 正 
m nm， 用 下 式 定 尽 随 机 变量 。 


T,= JI (1 + X, (2.10.2) 
im] 


下 面 给 出 一 般 相依 随机 序 狮 的 中 心 极限 定理 , 


定理 210. (McLeish) 假设 对 于 一 切实 数 上 有 
(15 ET, 1; 
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《2) {T 一 致 可 积 ; 


LFS P 
t. * 
(3) > Xhi aoo 1; 
ma P 
(4) pr .| A 0, 


BAR (2.10.1) 的 $, 分 布 收敛 于 NO, D 正 态 分 布 ， 

证 明 设 S, 的 特征 函数 为 BI,，。 MEA S, 分 布 收 化 
于 N(0,1)、 只 要 证 明 EL kafe TRT. AX e? E 
NMC0，1) 正 态 随机 到 量 的 特征 函数 。 根据 特征 酌 数 的 极限 定 
理 : 设 特征 函数 列 O) KATR- ERAR G) W 
应 的 分 布 函数 {F。(z)} 届 收 伍 于 某 一 分 布 函数 Fle), B 
在 _P(z) 的 每 一 个 连续 点 上 收 误 于 Fe, B 

lm F.( + co) 一 F( +o) 
并 且 有 
Ko j cid P (z) 
ERTIES: 因为 


log( 1 + z) = z — + z + olr; 


Rp l 

1 + x — ot 
他 x 一 jr 
于 是 有 《1 + iz) 一 eintiat+r(s) 


其 中 rix) = OCs’), Prel 
g7 = (1 + jx Ye Tir tiru 
再 令 
J Sa tr, 
LA e m e Xe 一] O + iX) 
iL 
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K $a t. 
Xexp{— T> Xi + 5 Y(zX, i) l 
， Fl i=] 
由 式 《2.10.2) 并 令 
U, Š exp 二 GES Xii + x Y(zX,.;) } (2.10.3) 
2 jm i=1 
所 以 


l, = Tue? +T, U, 一 e75) 
由 绝对 值 不 等 式 , 有 f 


|E ro x.i) | < S rax) 


ts 
=< KEGA | < K |e Pmax |X,,| D Xna? (2.10.4) 
f< a i=1 


LEKHA, 根据 定理 条 件 G), (4) 和 式 《2.10.4)， 可 知 
t. 
> rG, x, y —— 


由 式 C2.10.3) 和 条 件 (3) 以 及 依 测度 收 钱 的 性 质 可 知 


_ 
¿ 下 


0 


FR— o 


U, 


一 至 可 积 且 


TU, —e f) = F, — T „exp( — £) 
也 一 致 可 积 。 


于 是 中 
一 i 
El, ET exp ( 7 Jo 


即 
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El, -z e5 
如 果 X, 关于 F n TAE. 
E(X nil F niad) m 0, ral, jll 
则 称 {Xn í =<; =< k.) 253 FiPnBk2E Pr pl, 
定理 210.2 (McLeish 定理 ) it (X, 1 气 j =<.) 
ERZES, 2 8 F 238 4k: 
G) maxE Xe.; 一 致 有 界 ; 


Ë 
(2) max | Xai | sz 5; 


Ë. P 
(3) > X xz 1, 
Jmi 
HAR (2.10.1) 的 9 分 布 收 化 于 NC0,1) 分 布 ， 

HA ”本 定理 的 条 件 (25, G) 即 为 定理 2.10.1 的 条 和 件 
(4), G) 胡 能 证 明 在 本 定理 条 件 下 , Xni BEEM 2.10.1 
的 条 件 【1)，(2)， 那 么 本 定理 就 被 证 明了 。 

为 此 令 

Z, 一 x (> Ki < 2) (2.10.5) 
k=1 


这 里 X(+ ) 表示 集 的 示 性 函数 ， 
因为 可 测 集 的 示人 性 函数 必 可 测 , Tu HB H 51 #ë 24.4 
可 得 


i-i 1 
BZ mad = E(x.x | 51 xt, < 2]| =...) 
` &=1 
站 一 上 
-|E x. < 2] EKF ) 0 
&=1 


HFX u EAERI A (Z. 1 <i < 4k. CERE 
zl, 


.z19. 


LAX 
-P[Z,; = Xup RA j < k.) 


£. ` 
< P (> Xiu = 2) 5 0 


了 一 十 

名 对 充分 大 的 站 有 
Z, 一 x, j|] 3.8. 
因此 对 于 充分 大 的 n, Z, Y 满足 定理 2.10.2 的 所 有 条 件 . 
定义 
t. 
T.— I G + EX.) 

因为 


kn- 1 
Er. = E {I G+ ax, EQ + ax... |. 外 


f=] 


| 
_ EI + ixn) 


i=] 


Aai 
_ = Illa + 3X,,)EQ1 + .NE nt)} 
t=l 


| 
=E]I (1 + X.) =... = 1 


f=] 


所 以 定理 2.10.1 的 条 件 《1 成立， 


定义 随机 变量 ;: 
f ` LE 
pe f; =< ks: >; Xi => a}, x > Xai > 2 
J, == Iw] 1 i= 
L. 其 人 (2.10.6) 


根据 式 (2.10.5) 和 (2.10.67 可 得 
Xab Alja 
Zai ™ <. 当 =F, 
0, 当 > J, 
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因此 
Én 
EJT, = E [| O + ez). 


imj 


_ E JI (1 + PX: 


于 三 上 
Jai 
=< ELi + PX?) exp (r >; Xa). 
j=] 


Sd + PEX) 
由 定理 2.10.2 AEF (1), 可 知 (T.I 一 致 可 积 , 即 定量 2.10.1 
的 条 件 O RE. . 4 


211 连续 时 间 情 形 下 的 山 


提要 本 节 讨 论 连 续 时 间 上 革 的 有 关 不 等 式 及 
收效 定理 。 对 于 连续 时 间 C 上 名， 我 们 可 以 得 到 上 
离散 时 间 和 情况 相 类 似 的 一 系列 结果 ， 


给 定 一 个 滤波 空间 CO, F, sr, P, 随机 过 程 
Xhem FCF., Nt < s, 如 果 对 一 切 re R, X, 为 
多 .可 测 , 则 称 {X 为 5, BS BJ. 

在 连续 时 间 情 况 下 ， 我 们 可 以 得 到 与 离散 时 间 情 况 相 类 
似 的 一 系列 结果 。 设 (X, ea, 为 一 适应 过 程 , # — U 
fi， h} A R. 上 的 一 个 有 限于 集 Rihi “中 的 元 素 
已 按 太 小 次 序 排 列 )。 我 们 用 Ma, b, X, n) 表示 序列 
(Xatt Xan) ESERE [a, $] 的 次 数 。 

对 K. EHTED, RS 

N(a, b, X, D) — Sub N(a, Š, X, N) 
xD 
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设 D= {i LEEN e} 为 可 数 集 , 令 Ha 为 [tists tta t} 按 
大 小 重新 排列 后 的 集合 ,显然 有 
NÇa, b, X, D) = limN(a, b, X, wn), 


ESE 2111 jk {X her 5L, D 为 R, 的 可 数 稠密 
$E, HE rese R, E a < be 及 1>>0， 我 们 有 


EIN(Ga, b, X, D)N Er, sl < —— EO — ay" 


(21.1) 


如 果 (X, 的 几乎 所 有 山道 X.C Re 的 右 连 续 函 数 N 
上 述 不 等 式 中 的 DNAir s] 可 用 [r,s] 代替 。 

证 明 设 DN[r, sJ — (n, 5 Ç s. (n, `." 
z. 则 用 z, E D AIr, 3] 后 可 由 定理 2.6.2 推 得 式 
(2.11.1), 由 于 { 一 a} Re EER, Wk (CX, — a)A 0F 也 是 
上 革 。 也 可 证 (X, — a > 016 Fn Yk r< s.m IE Tj AÁ € 
= ,有 


[( X, — a) A 014P 


A 


— ajdP 


| 

= Larae% 

>| a Z — ajda P 
>] x a [CX — a) A014P 


> | x, — aA 0}aP 


CX, — ay = —(X, —a)A0 EFH 
ECX, — ay > E(X, — ay 
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四 d 


E[N(a, b, X, up) =< . E(X, — a)” 
— ga 


中 令 n— oo, BHS 
E[N(a, b, x, DILr, 51)] = ; 


L ECY, — ay 
— a 


定理 的 最 后 断言 显然 . l I 

下 面 的 Doob 不 等 式 直接 由 定理 2.6. 3 推出 。 

定理 211.2 设 {X}er EFF, 其 几乎 所 有 的 雪 
ERER, 


X* = supX, 


则 | | 
1X*i, < gsupl £l, K2.11.25 


其 中 p> 1, 4> 1 为 一 对 共 孝 指数 , 即 
Lill 
P g 


THESAR E F 65 Ehhi E, 
定理 211.3 {Xhe EEH, DI R, 的 可 数 稠密 
子 集 , 则 对 几乎 所 有 的 w， W z€ R} 
lim X,Co ) = Nt) . €2.11.3) 
rir 


存在 且 有 限 。 如 果 {X} 的 几乎 所 有 轨道 为 右 连 续 ， 则 对 几 
FATAH o, YY z€ Ri 一 {0} 
lmX,C0) = X,-( 5 {2.11.4) 
存在 且 有 限 . | 
证 明 iZ z€ R., a < b¿€ R, $ 
Hes = (“o| sup |X,Ço | = ç 或 N(a, b, X, DN 


re Dr Íb. ri 


[0, 1]) = œ} 
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Hi H.E Fan WEM 2.11.1 及 2.11.2 知 , PCH, a) = 0, 
我 们 用 台 囊 示 丸 中 的 有 至 数 全 体 , 令 


H, 一 U Has H = |) H, = UJ H, 


有 心血 中 ER “mmi 
则 H, € F ,, H,1 H, E. P(H> = 0, 
H o &H, W ceR 《相应 地 ré R, — 10), 
im XLo) (相应 地 im Xo) 存在 且 有 限 . 


如 果 (XL a, 的 几乎 所 有 的 轨道 右 连续 ， 则 在 以 上 证 
明 中 可 用 [0, zl RÆ DNL, 4. 于是， 当 w € H W, Y 
1€ R+ 一 (0, lim Xa) 存在 县 有 限 。 
定理 2114 设 {X her, WE, D2 R. 中 的 一 个 可 
MK MEEA (57) 适应 过 程 (X,) 使 得 
(1) {X} MERINE ES, BLERA o, Yre 
Ra # 
X, = lim Xw) 2.11.5) 
(2) 对 几乎 所 有 o, xC #36 R, 一 40}, 有 
X-Co)= lim X.C) 


存在 且 有 限 , 此 外 还 有 
Rm) = im Xo) (2.11.6) 
(3) 对 s> r€ R,, 有 
X, > E[X,| = ,] (2.11.7) 


HH (X, F) ER, 
证 明 我 们 沿用 定理 2.11.3 证 明 中 的 记号 。 对 re Ry 
令 Hp == 门 H, JII) H, € F + = 5 ,, 如 时 wk H,+, 出 


存在 > 1 使 oS H, WER dm XLo) 存在 且 有 


。224 。 


ËR. $ 
lm X,CGo), wœ & H+ 
Fluo) 一 fa (2.11.8) 


D, a € H,+ 
显然 {X} 为 { 多 适应 过 程 。 

证 明 1 X, RB B: PT ESS RAE JIR: 

(1) ik z€ R., o € H,+, W +> ;, weHt TES 
s=: ht, Xo) 一 0, mie X. Cot (kh r IE, Bko k 
H+, HT 

H, = A H,+ 
于 是 存在 n>n Ex nær >n 且 w H+。 给 定 
e> 0, BE ó > 0, ë < rr — r, E r€ D, > r Ë. 一 1 之 
Ekt, IXe) XLo)! s< e, 这 祥 , 当 r > t B. r—1 < 8 
村 ,就 有 
(Xa) — EKo); = lm Za 一 XKo)l < e 


ARIE X, Co) 在 上 处 右 连 续 。 AIE X, 的 一 切 轨 道 在 R, 
土 右 和 连续， 量 捕 ;如果 o SH, Ms zé RR;:， 由 式 (2.11.8) 得 
式 (2.11.5). 

(2) 设 :> 0 s &H, 则 ,lim Xo) FELES. 


与 (1) 类似 地 可 证 明 式 (2.11.6)。 
(3) Wk e> are R., È ED, ¿<š B. z, 1 :. x 
S.E D, S.V s, WHEN AEF n RIIA 


| XdP > x.aP 
由 于 {及 【元 一致 可 积 《 定 涅 2.7.4)， 在 上 式 两 边 令 


# — CO 得 
| Xar >| Xa P 
JA IA 


. 125% 


这 表明 (X,,2r,) R. L bh. B 

设 {Xjienr， (Y, ea, 为 两 个 随机 过 程 ， 称 {X,} 为 
{YY 由 的 修正 ,如果 对 一 切 1€ R,, X,=s Y, a.5.; 如 果 对 几乎 
所 有 o, HWE X, Co) Y, Ce) -K.M {X} 与 {Y,} 
无 区 别 。 

ER 211.5 i (X, z, 2 {F Yr EEk ((X,, F ena 
AERD MUAA {X 有 右 连 续 适 应 修正 ,必须 而 且 只 需 R. 
EPIA a — ELX] 为 石 连续 。 

证 明 任 取 R. 的 一 个 可 数 稠密 集 D， 从 定理 2.11.4 得 
到 相应 的 上 款 {X}, Hp 


X, — lm Xæ), a.s. 
#€D.rtk i 


设 reD，relt 对 任何 46 Fn 我们 有 


Í XdP >| X,.2P 
A A 


由 于 {Xn} 一 致 可 积 ,从 而 X, i 
| X,aP >| ,dP 
£ A a 


EEI X, SEIF D, a.s.. 

ATAA F, 可 测 , 央 市 X, > X, ss. 

为 要 X, 一 X,, a.s., 或 者 等 价 地 EX, = EX, (因为 
X, Z: 及 4.8.)， 必 须 且 只 需 


EX, — lmEX, 
由 于 :— EX, ki UBdE3BEE 3k, wat F'stE z 处 右 连 续 . 


因此 ,如 果 沙 数 :一 EX, 在 R, LEES, W (XY 为 {X} 
的 右 连 续 适 应 修正 。 
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反之 ， 若 存在 {X} 的 右 连 续 修 正 {Y， 则 EX, = 
五 Y,， 根 据 上 述 论 证 ，* 一 EY, = EX, 为 R, 上 的 右 连 续 
函数 。 j 

关于 连续 时 区 情形 下 的 摧 收 鳄 定 理 ， 其 证 明 与 离散 时 间 
情况 相似 ,所 以 我 们 只 叙述 结果 。 

定理 2116 设 {X hern 为 上 航 , 其 几乎 所 有 轨道 右 连 
续 。 如 果 


supE X, < co 


则 当 zoo RF, X, a.s. 收 侣 于 一 个 可 积 随机 变量 Xa 
定理 2.11.7 证 {Xa hre a+ E kus F p, 其 及 有 所 有 
轨道 右 连 绽 ; 则 当 + 一 co 时 


a.s.,L, 


X> X. 
并 且 X. 可 积 ， 


212 ” 摧 型 序列 及 其 性 质 D 


NE ulat hh IR COB AMOR OPOR A 
mi JW kh sak Utk. L, ORF 35 
T£ kuis AE, ARAP, AMNERE 
鞍 的 拓 广 通称 为 鞍 型 序列 ， 本 节 给 出 烤 型 序列 的 定 
义 ， 并 讨论 各 种 著 型 序列 的 性 质 . 


船型 序列 是 在 实际 应 用 中 提出 来 的 ， 它 与 蒜 其 有 类 似 的 
或 部 分 类 似 的 性 质 ， 本 世纪 60 年 代 中 期 以 来 ,讨论 了 下 列 各 
种 敏 型 序列 ; 
1) 本 节 主 要 根据 参考 文献 1522] 和 许 振 崩 同 过 提供 的 书面 材料 写成 ， 
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Fe 代数 序列 ,了 是 《学 js， 有 界 停 时 的 全 体 ， 
对 于 ce 了， 定义 
Tio) 人 {rireT, r Zm ay 
Faih (Xea > D Ay (Q, P) 上 与 F., EN 
的 随机 变量 序列 。 
定义 2121 若 一 co< m EX, < co， 即 对 于 任 给 的 


g > 0, ## a> O, 4r > ë hF 
|EX, 一 Im E X,| <s 
URR (Xa s€ N) 2938617 8h, 简 记 为 amarl， 
Ey 2122 Æ 
D E|EC(X.. |=.) — Xl =< 的 


aal 


W (X,,n > N) HRBL SIB QM. 
定义 2123 若 对 任 给 的 s> 0 
Jim sup Pl|8(X,| 2.) 一 Xal => e} =ù 
WIE (Xan € N) ORREAGA, 简 记 为 pramart。 
定义 2124 # 
lim sup| E(X, |Z ,) — X. | = 0, a.s. 
刚 称 (X., a € N) 为 工 型 极限 黄 , 简 记 为 miK1). 
定义 2125 FHEAR emo 
lim P {sup| E(X,12 .) — X| > sl — 0 
BUPER (X., #€ N) AU ARRA, mil(2)5, 
定义 2126 HES) s> 0 
lim supP (| E(X, 57 ,) — X, > s= 0 
WR (Xene N) 为 [1 型 极限 般 , 简 记 为 mil(3)。 
定义 2127 若 对 任 给 的 8 之 0 


= 2 


tim P supl ECX al F) — Xl => g} = Ü 


WER (X., x€ N) DRRR), W iG GFT). 
定义 2.128 若 对 任 给 的 > 0 
Emsup Pí | E(X.] F) — X, |> 8}= 0 


则 称 (Xn se N> XK 3 EH bh (2), 简 记 为 GFT(2), 
定义 212.9 EGELI ERR AJE P Aa 这 里 
A, € F gt AC Aas n= 1,2,": "5 且 有 


U A, = Q 各 E(X,+ lF y X,, w € A, a 2 1 


MER (Xa: = 2 1) 为 循序 魏 , 简 记 为 PM. 

定义 2.12.9 也 可 换 一 种 表达 形式 : 

定义 2129 若 令 4 = [e | E(X,,| s) = Xal 
A, A, `a > 1 H 

P (U 4.) _1 

WE (X,, # > 1) XAFA. 

S 21210 # 

P{o: ECX ul 2 ,) = X, io} = 0 

这 里 “i.o.” 表 示 “ 无 限 次 发 生 * ,于 是 称 《X,s# 六 1) 2g, 
简 记 为 EM. 

定义 21211 着 


SEC, nl 一 多 | 一 oo 


= 3 


MER Kas n= 1) XHP, Rio QEM, 
EX 21212 若 
lim E Lsupl E(X,| F ,)— X,11 = 0 


则 称 (Xna 2 1) 22 I BE L' RERA, ACA L'ARIA CL). 

TX 21213 # 

lim supE | R( X, |. — X, | = 0 
s man 

AJER (Xn r= 1) 为 L! 极限 藤 (2), 

下 面 我 们 不 吉 证 明 地 把 加 [编号 为 (0)] 与 13 种 区 型 PF. 
列 之 闻 的 美 系 ; 用 一 个 有 向 图 形 表 东 出 来 : i 
| =D 022 0 

pp 


(0 py— (— G)— ü; — (7) — (8) 
Na 
图 2,12.1 两 与 掀 型 序列 的 关 杀 

图 中 (0) ERE, (1) 表示 定义 112.1 tE X BS ñr 3 Bh, 
依 此 类 推 ,符号 4 二 8 表示 “是 4 必 是 B”, 

下 面 讨论 巩 型 序列 的 7 个 性 质 , 令 22” 表示 随机 序列 族 . 

定义 21214 如 果 对 任何 停 时 a 每 一 个 《Xe Ze 126 ` 
S, A Konn nE DER, UR A 具有 可 选 停 时 性 ， 

Edgar 和 Sucheston (1976, 19773 YEEBB T WO BR E. 有 
可 选 停 时 性 , iB e fk kas ak is a pk uy ik kE 质 . 当 
supë |X,| < oo i], PE RR R E p PELAR i H BJ xë gx t 
FE. t EREEREER Bh , AAR qp Eq TEE. 

定理 之 121 HFR ak. MISKA Sh AE yë Px 


”和 性质, 


证 明 iko 为 一 停 时 ， 注意 到 , 对 n >= 1, 有 
E(X.. F n) k bP <.) + ECX, NF pX irn 


2.12.) 
而 且 由 于 £ 
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X,Ku < 1 一 XY =a 十 X.Z 25 
一 Xpt- 十 X,X ue <a u 
= X pisn- — Karisa) + 其 crocs 了 
= Xora- 一 X, 过 [czal 
HE (2.12.1) 可 写成 
E(X,. F == 和 Ar 二 [下 (| F p) 
一 X ri Xios] (2.12.2) 
如 果 (X, sZ 1) EFR MAT oe 4。: 应 有 
ECX, F 。 = Xaa 
这 里 4,- C A, H 
(Ü 4)! 


对 于 o é 4 内 为 有 
E(Xon l F p1) = Xare- (2.12.3) 
Bagcan, M o < n + 1, Å (2.12.3 也 成 立 , 因 此 CXar 
n 之 1) 是 循序 对 ， 即 循序 灶具 有 可 选 停 时 性 。 
由 于 当 ECX, F a) m X. 时 ， E(X,. 12.) — 
Xana—os 故 可 选 停 时 性 对 于 终 黄 成立， 
最 后 由 式 (2.12.22 可 得 
E|E(X,.,|.= n) 一 Koran! 
SEJE, | F n1) — XX, | 
mR (Xa nl) EM, B52Z uan 22 1) EEEE, 
即 拟 蒜 具有 可 选 停 对 性 。 F 
设 A 为 共有 某 性 质 的 随机 序列 ， 
定义 Z12.15 i (X p, nalje r, FERLA 趋 
向 oo 的 有 界 停 时 列 r,， 有 
Xer ER 
则 称 A RAIER, 
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这 个 定义 意味 着 , 若 (Xnr € N) 为 其 种 革 生 序列 (如 拟 
8), WMA (CX, = ino zi+oo， 人 也 是 某 种 蒜 型 序列 《如 握 
8). 

Edgar 和 Sucheston (1976) tH T 3 ih B. ATE 382 
tE, Tomkins 《1984》 证 明了 执 款 具有 可 选 采 样 性 ， 

定理 2.12.2 氢 款 具有 可 选 洒 样 性 

证 明 设 (An F sha EME, $ d, = X, — X, 
容易 验证 

I x, 一 >; ECHL F a) 


j=l sl 


是 贰 ,因此 对 任何 有 界 停 时 * 有 


ER KNIT ED EF) r> a 
mwu+1 


(2.12.4) 
现在 设 {ri} JARGI, rn — 00。 WT K> ¢ 
XIe Xyp Ge F - 

对 于 s21, H (212.4) 可 得 
ECX E( X| SO — Xt) 


E ( 5 EIT AZ A) 


fn 


= E ( Xra— 1 


r4 


< E ( E (Xn, > LECL i) ,)) 


m=.+! 


~ E(w 9) | sa |) 


Patak +1 


A 3858633203 n > 1 取 和 ,对 六 之 1 可 得 


E|E(Xt|@#,_)—X*_,| < a( s ECL F101) 


jeTh at! 


> E|E(XI|#@, .,) 一 XE 
k=2 


= 4 
<> E(D ESZI) 


imt} i+ 
< 3 EEL F na] < eo 


即 {X EHk, j" 
W 21216 ik (X,, 2 ,)e r, # X, = Y, + Z, 
xn l, (Y., F ,) gA, H 


lm £X Z, = 0, v 4< U =>, 


于 是 称 æ 有 Riess 分 解 性 。 

可 以 证 明 上 (CT) 贰 具有 Riess 分 解 性 ( 见 2.9 节 ), 新 近 
B5 L RRR (1) 也 具有 Riez 分 解 福 。 和 但 依 概率 渐 近 歉 
不 具有 Riesz DHE, 

注意 ; {X} 具有 Riez 分 解 性 的 必要 条 和 件 是 ECX,) 
i t, 

事实 上 , 若 X, = Y, + Z,, (Y,, n€ N) 22 Bh, H 

Ex,Z,— 0, YAE | J F, 


就 有 
E(X,)= E(Y,)+ E(Z.Xo) 
= B(Y 2 + E(Z,Z;)—-> ECY.) 
EX 21217 设 (X, FIER, É 
supë [Xal < co 


supfiP{sup] X | > 111 < œ 
i = 
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则 称 孕 -” 具 有 极 值 不 等 式 性 质 ， 
Edgar 和 Sucheston (1967, 1977 Æ) 已 经 证 月 氛 鞭 和 
渐 近 摧 具 有 极 信 不 等 式 性 质 ,极限 著 和 和 GFT 不 具有 此 人 性质， 
X 21218 设 (X,, F ER, Æ 
supë [Xal < ° 
WJ 
Hm X,, a.s. 
存在 , 称 9 有 a.s. EAE. ARRS ass. iate, 
EX 21219 设 (Xa 2 ,)6 S, FHE — (= ,) 
可 料 序 列 (#.). A 
AY Qm. F a) ER, Hp 


ns = >; F CX, 一 Xi) 
t=1 
(2) 车 supB |X, | < S, 则 {nat 在 
{suplé,| < oo} 


上 as 收 鳅 。 这 一 性 质 称 为 变换 性 . 

定义 212.20 设 (Xp FER, f 

supE |X| = °° 
则 
> (X, — X._ < co a.s. 

这 一 性 质 称 为 平方 可 和 性 。 

EX 2.12.21 设 Y = [Xa y, (X,,=> ye K ， 
supE|X.| <0}, # S 是 向 量 格 ; 则 称 a ARH. 

我 们 引进 如 下 记号 : 4 表示 可 选 停 时 性 ; BARIER 
样 性 ;5 表示 Riesz 分 解 性 ; 刀 为 家 值 不 等 式 性 ; EX ass. 收 
合 性 ;了 为 变换 性 ; G 为 平方 可 和 性 ;五 为 格 性 ， 
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这 样 , 黄 积 型 序列 的 性 质 可 以 用 表 2.12.1 表示 : 
表 2.12.1 热 弄 序列 的 性 质 


5 
m 
"i 


全 


s] 
=l 
* 
@&@ @ @ @ < < < 
x 
L 
@ < x < < < << 
@ < x x x Xxx “< 
@< x x X x< < 
x 
b 


x 
= 


注 : “vw” 表示 有 此 性质; 
* 光 ”表示 油 有 此 人 性状; . 
“KA 表示 当 sup81Xt| <co 时 有 此 性 质 ， 
“Q” ATRA pl Xl EL KAER. 
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提要 j l T. bojt BB se AFE 23 p: wŠ $ P| 65 ik 8k > 

Fe, RRRA RIEA, 

EMAER ALEAR Ee E, eE Ap 
RARR EMIFA CAE Ed 28 Rz ES IJ Br r 2y Br ri 
` j sJ JL 3 FE Ph AD Wi 4.2 节 ) 因此 , 我 们 在 本 节 中 不 加 证 
明 地 介绍 一 些 执 型 序列 的 收 伊 定理 是 有 好 处 的 ， 读 者 如 果 遇 
到 这 方面 的 问题 ， 可 以 在 参考 文献 中 找到 更 详尽 的 陈述 和 证 
明 ， 


让 


本 节 所 用 的 概念 积 记 号 在 上 一 节 均 有 详细 光明 。 
定理 2.131 1 (X,,= p) 是 mil(3), # 
liminfE | X,| < oo 


则 X. a.s. Heak H 
1imX 1 < %0 


定理 的 证 明 参 见 文 献 119]。 
定理 2.13.2 j (X,, Z, 是 实 值 GFT(2), # 
min(lim inf EX+, liminfEX;) < co 


则 x, >x, H. jX] < e, 
证 明 见 文献 [24]。 
定理 213.3 若 (X. r 一 致 可 积 ， 其 中 了 是 全 体 有 界 ` 
停 时 , 那么 下 述 命题 等 价 : 
(1) Xas n£ NY a.s. Kgk; 
(2) (X,, F ,) 是 amarte, 
证 明 见 文献 [25]. 
ETH 2134 # sup |X,| < 0， 则 下 述 命 题 等 价 : 
(1) CXar E N )a.s. KAk; 
(2) (X,, 2 ,) 是 pramart。 
证 明 见 文献 [20]。 
EH 213.5 # (X,, n€ N) 一 致 可 积 , 则 下 述 命题 等 


G) (X,, HEND a.s. at 

QY (X,, z€ N) 是 mil(3), 

证 明 见 文献 L191, 

T ERI CF pac N) 停 时 ， 

定理 3.13.6 ig (Xo F) E QEM;# 
-236° 


E|X,.[X, <. i < co, yreT 
那么 《Xs n€ N) a.s. WE, lim X, | < oo。 


MEBH HL BÀ U261. 
F 2131 # xs> 0, =F 
lim sup P{[EC(X,| S ,)— X,] > si = 0 
oT r TC(Ə) 
则 称 (X,, .多 ,) 为 subpramart (ARRA F bh), 
定理 2213.7 设 (X.,2Z ,) 是 subpramart, # 
I lin inf EX} < oo 
N) CX, Jaa a.s. Wak. 
证 明 见 文献 [18]. 
定义 213.2 # 
> [EC X, F n) u x,] < °5, a.8. 


k=1l 


则 称 (Xs Fn) Æ QEM-。 
定理 213.8 设 (X,, F) 是 QEM, # 
EXZX rea < Ço, xz € T 


那么 (X,),> a.s. eak. B. 
Bm K, > 一 00 a.s. 
证 明 令 
Y ,= 0, Y, = > [E(X; a | 多 站 一 X,] , n 2 2 
并 设 
f Z, = X, + Y, f => 1 
Mj (Z,, F.) 是 下 载 ， 对 于 某 一 取 定 的 实数 > 0 , 令 


e= inf{w Y2, > a), infe = œ 


则 pE, 令 z. — pn, n=l W 
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Cra J> CT 
记 
s, Zs F, = S ,,, m Z 1 
由 定理 2.5.1 知 (z,, Sn) EFE ig Fna 停 时 全 体 为 
T(E, HERR c€ T(%,), + 
pe w ECs m k), k= 1,2, 
r m 
ps mE (z = oo) 


Pill r= Ao € T, 有 
十 — +4P 
|... 2 4P >; | ; “r d 


< >; | ， (XZ + Ya DP 
k= (9 


=< 4 十 3 | Xia dP. 
kei PR 


<a-+ Í XraP < co 


wz (r <. 


HERA 《wz a.s. Wo B 


lim u, > — o0 
因而 在 e=% L ÇZ.) as. Kik mH 
《supY。 = a) (lm X, = X) 
由 。 HEREA Caha a.s. Bak E 
Em X, > —co, a.s. B 
我 们 把 适应 可 积 序列 《X。，. 多 。) 满足 的 条 件 用 下 列 记 


HERR: 
(D) supËE|X,| < oo; (DO) supE X; < op 


1) MEL]. 
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(B) supE|X,| < eo; (Bt) supB Xr” < co 
T 


(C) ElXs|X cm < so, reET, 
(CC) EXT Xica < 0, S€ T 
(d) lm infE|X,| < eo; (dit!) lim inf EX < co 


Cdr) Hm infE|]X,| < oo:(dryt+15 lim inf EXP < o 

$ | 
Ô= DUD“, B= B UB, Ê= C+UC- 
d = dUd”, 4, — dt Ud? 

于 是 有 如 下 命题 : 

定理 213.9 设 (XoF) E: amart, 则 下 列 诸 条 件 等 
价 : 

(D+, (D°), (D), (Š); (dt), (075, Cd), (d, (dids 
(dr), (Cdr), (dr), (B+), (BÍ), (B), (B°), (B), (B), 
(c>, 

这 些 定理 的 条 件 有 些 还 可 放松 ， 


第 二 章 测验 题 


1. 设 (KF) 是 独立 增 量 随 机 序列 ， 

f ELK ap 一 KF y = EK ga — X.) 
H EF|X.| <o, Yal, WERN 

C1) CGX.,#.) A ERRIRE 238 #F E: EX, BIRF, 

(23 (X.,#.D ARRA ka Ex. 为 常数 。 

2 . 若 随 机 序列 (X. 和 (Y. 均一 致 可 积 * 证 明 (ax, ter) 是 
-- 仇 可 积 序 列 , 其 中 <. 8 为 常数 . 

3 证 明 , 车 蒜 (XF RP M X. X, as. al, 

Ait (X. ERIE, KEF. (8FL) AREF 

E(s.|#..,y= h, CE 一 一 人 
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3(a)= 1+ >, gs 5(0)= 1 


Á m1 


Z. = X we /S(R), Z, = 0 


|= 
其 中 gr = @(X,. s Xats Xos 均 为 可 积 纯 量 活 数 。 
证 明 | 
C) (Zo #.) ER; 
(2) ZZ., a. H 2_ 可 积 . 
5. 设 (X.,2,) 和 (Y,, #,) MTE, 为 S. Dhf, zr € 
Z, ÆR (z<ooy E, X,>Y,, 


+ 
当 nar 
Z, = 
YY 当 nt 
证 明 (Fa) R Lü. 
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第 三 章 ”随机 积分 与 随机 
微分 方程 初步 


随机 微分 方程 (包括 随机 积分 ) 对 于 控制 理论 的 重要 性 是 
TUE: 描述 随机 Q 系 绕 需 要 用 随机 微分 方程 ， 鲁 证 与 随机 控 
制 也 都 得 从 随机 微分 方程 (或 差分 方程 描述 的 系统 出 发 。 

现 举例 说 明 ; 

AI 考 碟 一 个 简单 的 人 口 生长 复 弄 

£N = KONG) N(0) — N, (3.0.1) 
其 中 NO 表示 : WAA OSD CEASE), DE : 
时 刻 的 相对 生长 率 。e(p) 可 能 不 完全 清热 ， 它 受到 某 些 随 机 
因素 的 影响 ,因此 我 们 有 
alt) = 十 “噪声 ” 
其 中 澡 声 的 确切 值 未 知 , 但 其 分 布 已 给 出 。 那么 在 式 (3.0.1) 
情形 下 ,怎样 求解 ? 

例 2 i Q(O 表示 + 时刻 在 电路 一 定点 的 电荷 , 它 满足 

微分 方程 ; 
LÖG) + ROC) + L000)=F0), 0(0)= Q, 
c (3.0.2) 
(0 一 市 
其 中 工 表 示 电 感 ,RR 表示 电阻 ,C 表示 电容 ,而 FO 表示 电源 
电动 势 ， 在 某 些 情形 下 ，P(e 不 是 完全 确定 的 ， 
FC) 一 GC) + E” 
如 何 解 方程 C3.0.2)3? 


» Hls 


例 3 滤波 问题 ) 为 了 改进 解 的 精度 ， 在 例 2 中 如 果 我 
TIN 
ZE) Z(z,) (3.0.3) 
ZGO E GD 在 1 一 1 时 的 量 测 慎 , 由 于 量 测 误差 ，2Ztin7 
并 非 QO.) AOWERA 
ZG,) = QGz,) 十 “噪声 ” C3.0.4) 
什么 是 满足 方程 (3.0.2》 的 8 的 最 优 佑 计 ? 管 样 利用 测 得 
的 数据 (3.0.3) RE OCO 的 最 优 估 计 ? 如 果 + 之 2 估计 OC) 
称 为 预报 问题 ,如 果 : 一 :。， 估 计 Q(z) 称 为 洪波 问题 . 
简单 的 离散 时 间 戎 机 系统 而 以 写成 
x(& + 1) — fCx(&), ulk) K) Heck) (3.0.52 
其 中 0 是 均值 为 堆 ,方差 为 at 的 独立 司 分 布 随机 变量 
序列 。 对 于 篇 单 的 连续 时 间 系 统 能 香 类 似 地 写成 


EEEO ORDET E (3.0.6) 


其 中 eld PIRE, Er) — 0, vG), rG) 独立 ¿>< s, 
下 面 我 们 考虑 v(t) 是 标量 的 情形 : 
50 3.0.1 it (eo, re T) 是 具有 下 列 性 质 的 连续 时 
闻 的 二 阶 矩 存在 的 随机 过 程 : 
(1) ewar M wD 与 vC(s) 独立 ; 
(2》 对 所 有 的 ré T，v(r) 均 方 连续 , 且 具 有 有 有限 方差 ; 
(3) e(2) 的 均值 为 零 ， 
那么 Er’) = O BD xG) = 0, a.s., 
证 明 因为 wo 均 方 连续 ,所 以 
Hm Elre) — sF 0 (3.0.7) 
x 
Ele) — vo) > Est) — Enles) +. ECs) 
= Ere) + Evi) f (3.0.8) 
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对 式 (3.0.8) 两 边 取 1: — + 的 极限 ,得 
Ero = lim E[e(2) — v= Ü 
所 以 
Es") = Ü | 

BIR 3.0.1 告诉 我 们 连续 时 间 的 随机 系统 用 式 (3.0.6) 表 
示 是 不 行 的 ,因为 此 时 vr) 一 0，a.s,。 为 此 ， 我们 必须 重新 
引入 随 和 机 微 分 方程 的 解析 表示 式 完 整地 描述 例 1 和 2, 

为 了 研究 随机 微分 方程 ， 我 们 首先 要 考察 随机 过 程 的 概 
念 ， 并 引入 马尔 可 夫 过 程 的 定义 及 有 关 定 理 。 然 后 讨论 维 纳 
过 程 的 定义 与 性 质 , 维 纳 过 程 的 随机 积分 以 及 伊 芯 徽 分 公式 . 
最 后 讨论 随机 涩 分 方程 解 的 存在 性 .唯一 性 积 马 氏 许 (马尔 可 
去 性 质 的 简称 )。 


`3.1 随机 过 程 的 基本 概念 


提要 本 节 分 绍 随 机 过 程 的 背 在 定理 ， 马 尔 可 
RITRARRE, 为 今后 讨论 随机 积分 与 随机 微 
分 方程 作 准 备 ， 


碍 一 族 随 机 变量 {Xo 需要 我 们 联合 起 来 考虑 (如 
连续 时 间 人 情形 下 的 凌 )， 如 果 T7 是 一 个 时 间 的 集合 ，.2 = 
R. = {0,c0), 我 们 称 {X hes 为 一 个 随机 过 程 。 

A1 如 果 我 们 取 o — [0,1], Z 为 [0,1] .上 的 Le- 
besgue ç 代数 ,PP 是 多 上 的 Lebesgue #J8F.(G, FP) 
是 一 个 概率 空间 ， 我 们 称 为 Lebesgue 概率 空间 。 作 函数 : 

0， 当 ac [0, e€") 
Xw) 一 f 当 c€ [e, 1] 
t€ Re, MUD X,ÇGo) 是 Lebesgue 概率 空间 上 的 一 个 随机 过 程 ， 


. 245. 


这 个 随机 过 程 的 特点 ,是 几乎 处 处 趋 于 1 . 
随机 过 程 也 可 以 男 一 个 观点 来 引进 ， 即 从 无 穷 维 空间 上 二 
测 刘 ?的 观点 引进 。 设 2 为 任 一 实数 集 ， 试 定义 可 测 空 间 
(Ry, M): 
Fehi F 是 以 T DERELER, 全 体 这 
样 的 函数 构成 了 一 个 基本 空间 Re, BH 
R, = (206): 1E 2 
因此 R, 中 的 一 个 点 是 T7 上 的 一 个 实 值 函数 ， EBE n + 
= irst sy 考虑 Ry 的 子 集 : 
Wa | DAC < l (2. < Aat 
这 里 5 2 任意 固定 G = 1, 7, n), E W, XERE 
wT 有 1 WES fs tis de 分 别 变 动 ， 
恒 得 到 一 族 子 集 类 W 一 (W... X 
32, = oW) 
即 包 含 太 的 最 小 代数。 我 们 称 Ar 中 的 任 一 集 为 R, 中 
的 一 个 Borel 可 测 集 ， 任 何 一 个 随机 过 程 hern DRE 
(R,, B3) 上 引进 一 个 概率 测度 :; 首先 定义 W. ARER 
度 为 
P(W.) 一 Po: X, S< kil, X, Sle) GLD 
然后 将 WW 上 的 测度 扩张 到 Aw) 上 去 ， 
' 下 面 ， 我 们 不 加 证 明 地 介绍 随机 过 程 的 存在 定理 .为 此 
我 们 先 引 人 = 维 分 布 琐 数 的 概念 : 
n 维 分 布 函 数 F (xu z. oz.) 是 在 # 维 欧 氏 空间 R" 
上 定义 的 实 值 匣 数 ,满足 : 
C) 对 于 任意 的 区 间 L, = [as W) 1=< £ < n 
Ar. AJ, F.C) Z 0 《3.1.27 
1) 琅 究 稚 空 间 上 的 列 度 在 附录 起 中 给 出 ， 
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其 由 = 一 《aa 
A, F Cx) = Fætt Wi bs Fatis Xa) 
一 Firs sXe isd XR IS E 
O (2) WRA k ERHET 0, 记 作 kto, xi | C 1< 
j&r), M k— so 时 
F GD, sr., x) — Flxis"-, =.) 
(3) 如 果 对 某 一 j, <; | oo, W| Po z.) (0, 并 
且 如 果 对 所 有 ;Gl eS =S n), x; | eo, WH 
F.(xo Xx) 1 
现在 讨论 Z 维 随 机 过 程 , 设 有 一 族 有 穷 维 分 布 痕 数 : 
F = (F,,.. a Gol lhs tE T, LE Rš 
如 果 它 们 满足 下 询 两 条 件 , 则 我 们 称 它们 是 相 容 的 : 
(1) HF Gs resm) 的 任 一 排列 〔《a ta A 
F peeta list ts Aa) m Frapan Aa" t Aag) 
(2) 如 果 man, Wi 
FP... s ta And mF,,., nua Chatt ada) 


定理 3.1.1《( 随 机 过 程 存 在 定理 ) 设 下 是 满足 相 容 性 条 
件 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 ,那么 必 存 在 概率 空间 C0， F, P) 
及 定 尺 于 其 上 的 随机 过 程 {Xm) es, 使 {Xo hes 的 有 
穿 维 分 布 函数 族 与 严 相 重 合 , 即 

Pw: X, S sy X,, < 1,) 一 F, pta (CU 

在 随机 过 程 中 ,除了 蒜 外 , 马 朱 可 夫 过 败 和 平稳 过 程 也 是 
两 类 最 常见 的 过 程 。 

定义 3.11 设 {he 是 随机 过 程 ， WETERAN 
B Et, = a AM T t CARE 

B(z,;) = ELEGET Cs) 

只 依赖 于 差 1—1 r, _ BG, s) 一 Br}, RIER {E09} 
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为 暗 平 稳 过 程 ， 当 7 为 整数 集 时 , 称 (rO L 为 弱 平 稳 
序列 。 

定义 31.2 随机 过 程 {0hr 称 为 强 平稳 的 ,如果 时 
间 起 点 的 推移 不 影响 它 的 统计 特性 , 即 两 个 随机 过 程 SC R 
ËG +e), HHEH e 均 具有 同样 的 有 穷 维 分 布 ,由 定义 可 知 ， 
在 均 方 差 存在 的 情况 下 ， 强 平稳 过 程 一 定 是 弱 平 稳 过 程 。 当 
S AREH, EO) 称 为 强 平 稳 序 列 ， 

定 尽 3.43 设 {XLo her JENERE (Q, 2, 
P) 上 并 取 值 于 Ri pA E. an AK AYIB t nae 
tE 和 任意 Ac BRY 有 

P(X, € AL Ky ' X...) P(X, € A| X...) a.s. 

C3.1.3) 

刚 称 此 过 程 为 号 尔 可 去 过 程 ,性 质 (3.1.3) 称 为 马 氏 性 。 

有 美 马尔 可 夫 过 程 与 平稳 随机 过 程 的 详细 内 容 ， 在 一 般 
随机 过 程 的 书 中 都 能 找到 中 ,这 里 只 介绍 它们 的 概念 。 


zJ = 3.1 
1. ë EMMER, tacco, Tk I 
EDE 


B! 


32 布朗 运动 与 维 纳 过 程 
提要 本 节 有 引进 布衣 运动 和 维 纳 过 程 移 定义 ， 


并 给 出 布朗 运动 是 连续 过 程 的 严 类 证 明 ， 


1827 年 布 调 发 现在 水 中 的 花粉 《或 其 他 族 体 中 的 某 些 
微粒 》 在 不 停 地 运动 。 分 子 的 运动 会 产生 一 种 涨 落 不 定 的 
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力 。 粒 子 每 秒 锅 所 受 的 磁 撞 次 数 达 到 102 次 。 因 此 可 以 认为 
粒子 是 受到 了 很 多 微小 随机 力 的 作用 而 产生 的 随机 运动 。 这 
种 随机 运动 称 为 布朗 运动 ， 后 来 维 纳 分 析 了 这 一 过 程 ， 作 了 
如 下 的 解释 :以 X, 表示 粒子 在 : 时 刻 所 在 位 置 的 一 个 坐标 ， 
假设 被 体 是 均匀 的 。 此 时 会 自然 设想 自 时 刻 na ;, 的 位 移 
X, — X， 是 许多 几乎 独立 的 小 位 移 之 和 ，, 即 许多 小 随机 变量 
之 和 .根据 中 心 极限 定理 ,自然 应 假设 X, 一 X, 有 正 态 分 布 . 
由 该 体 的 均 义 性 , 还 会 自然 地 假设 ECX, 一 XX》 一 9、 而 其 
HEWA E(X, X,Y = Pah) AE a 之 0 是 依赖 于 
液体 具体 福 质 的 常数 ,由 流体 的 均匀 性 知 , 它 应 与 时 间 z 及 空 
HEER. KAYB Xo Xion Xa — Xan 分别 为 
许多 几乎 独立 的 小 位 称 之 和 , 故 应 设 它们 互相 独立 。- 

把 上 面 的 分 析 写 成 下 面 的 严格 定义 : 

定义 3.2.1 维 纳 过 程 (或 称 布 朗 运动 ) 是 指 满 足下 列 条 
件 的 随 宙 过 程 X,G e R: - 

(1) X, = 0; 

G) X, 是 独立 增 量 过 程 ; 

(3) mO: <, 则 癌 一 蕊 服从 正 态 分 布 ， 并 且 
E(X,— X,) — 0, 存在 常数 s> 0, E (x, 一 X,Y = {t~ 
s). 


Z e= 1 kf {X} 称 为 标准 布朗 运动 ， 设 X, E r 维 过 . 
程 ,如 果 备 维 都 是 互相 独立 的 标准 布朗 运动 , 则 称 X, 为 > 维 
标准 布朗 运动 . 

容易 证 明 布 朗 运 动 是 蒜 ( 见 习题 3.2.1)。 

进 ~- 步 可 以 证 明 ,布朗 运动 是 一 个 连续 过 程 。 为 此 ,我 们 
需要 引进 一 个 用 Kolmogorov 证 明了 的 引 理 。 

引 理 3.2.1 (Kolmogorov 引 理 ) 设 X (re R.) 29 
维 随机 过 程 。 如 果 有 三 个 正常 数 c o p 使 得 
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E| 万 一 天 安全 一 下 时 (3.2.1) 
则 存在 X, 的 一 个 修正 过 程 (关于 修正 过 程 的 定义 ,参见 29 
节 ), 其 轨道 连续 。 
证 明 为 了 简单 起 见 ,我 们 只 考虑 te [0,1] 的 情况 .对 
于 +*ERr， 可 以 作 同 样 的 证 明 。 


i 0 <> < S> WERE 


(1— ë) (2 + 1— n) > 1 + # (3.2.2) 
这 样 的 8 总 是 可 以 取 到 的 。 
由 式 (3, 21) 知 ,P{w| 存在 某 一 对 0 < ; < j < 2", ;— 
i < z" 使 得 
Xie 一 Xal > [G — i)271°} 
< 和 全 Ps 一 大 | > [Gi] 


aii 
=I: B 


< Y [G DIE, Xp a Xej” 
Rie pzd” 
j-iga"? 


< ç, 5 [ci 6927r] 
Df <<" 
— i 


= ĉi 2 s(I—5X1+a-—BPry 


Ti 
了 


23014+8 一 (514 一 8 mm 人 2 一 ee 
由 式 C3.2.2), 这 里 a >> 0, cu cei BARA, hF X2 s= 
cœ, RESE 21.1, 当 0 < i < j =< 2", — i =< 2%, n ZZ m 
Cæ) 时 
(Xn — Xgl & [(j— 2 sP, aaa (3-2.3) 
这 里 ma) 是 某 一 充分 大 的 正 整 数 
上 面 证 明 n= j2, 4 一 这 "时 ,得 出 了 
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lX, — X, | < Jr, — r|*, a.s. (3.2.45 
下 面 证 明 式 (3.2.4) JF (0, 1) 区 间 中 任意 两 个 二 进 制 有 理 
数 都 成 立 ， 
现在 设 r, h 是 在 区 间 C0, 1) P nan 的 任意 两 
个 二 进 制 有 理 数 ，T 一 名 一 记 达 2" 4， 这 里 m = mG) 
与 式 《3.2.3) 中 的 相间 ,选取 s > m 使 得 
2 Us+DG( TE) = T < 2-s(1_8) 
n 和 n ERA 
hm 2 "— 2 Me o — 2 Pt 
让 
这 里 n < p < - L p ERE Eg FE Sia 
讼 局 志 1 ARAF je i g ra 22 2 9185 29 一 28， 因此 
HA 《3.2.3), 可 得 


| Xuz ta P f 一 | =< (CEED 


于 是 
| X, 一 Xr =< PRT GELS d 
存在 常数 co E 


(X, — X; | < aY 
A lH 
|X,,— Xal =< a (2753 
最 后 由 式 (3.2.3) 得 
(Xia — Xol Sr 
对 于 充分 大 *#* 有 
Xa 一 X, | = | X, — Xa] + | Xi Xal 
+ |X,-* — Xal 
< 2e (275 十 ze 
° < G; — ny” (3.2.5) 
其 中 “为 其 一 常数 [ 当 = 充分 大 时 aael 


设 名 是 (0,1) 区 间 中 所 有 二 进 制 有 埋 数 的 序列 ， 由 式 
» 249. 


(3.2.5) 推 得 , 当 0 < ú — x < 2-"0-5, m = m(o) 时 
X, — X,,| = c(zi — ry" (3.2.6) 

REH z 限制 于 时 , X Go) 是 一 数 连 续 的 。 设 Eo 为 
XLo A OLL 上 的 唯一 连续 扩张 ， 则 过 程 3. Go) 是 
连续 的 ， 

下 面 我 们 证 明 Klo) 是 Xlo 的 一 个 收 正 ,从 而 完成 
本 定理 的 征明， 

设 ET0; 1]、 并 且 5EB， 一 区 当 了 一 0 时 )。 由 
+ Zlo) 是 连续 过 程 ,因此 


Ko) Re Cn) x 4S. 


由 式 (3.2.1) 推出 Xo) Xe (e), 

由 于 

RC, (o) 一 X, Co), a.s. 

我 们 得 到 Xo) = Xlo), i 

从 引 理 的 证 明 已 经 清楚 地 看 到 ，X, 连续 过 程 是 指 其 轨道 
连续 。 更 确切 地 说 ,是 存在 X, 的 一 个 修正 过 程 , 其 轨道 是 连 
续 的 . 

推论 3.24 布朗 运动 存在 连续 修正 . 

证 明 ”根据 定义 3.2.1 中 的 (3), X,— X, BAES 
布 , 由 式 (2.1.17) 可 得 I 

E|X,— X, | = 3(z— os 

它 满足 引 理 3.2.1, 推论 得 证 。 

总 之 ,布朗 运动 也 称 维 纳 过 程 , 它 是 一 个 具有 正 态 独立 增 
量 的 过 程 ， 共 增 量 的 数学 期 望 为 零 、 方 差 与 附 间 差 成 正比 ， 
X = 0. 

弘 纳 过 程 有 两 个 重要 性 质 ; 

G) 存在 连续 轨道 的 修正 过 程 
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(5 mM bART GK — k qE 3. 3 节 详 细 论 
述 > 


x 题 32 


ENARRARE. 
2e REREH, (W) BERIE I JE (P) 的 适应 , 令 


E, = W xs F, = F ene- 
证 明 : ”Yr>s, Æ 
1 Fa’ B 
(2) ERË, — ËF.) = 0; ` 
(3) ENË, 一 Č, PIF] = ECA) 一 GADI, 1. 


33 ”阶梯 函数 的 随机 积分 


HR Kk TROEL, e 
J stag 3 TAMEHANA; 还 
定义 了 适应 可 测 过 程 和 福 序 可 测 过 程 ， 


随机 积分 是 指 形 如 |. H.x, 的 积分 ,这 里 H, 和 x, 都 


是 随机 过 程 . 1944 王 包 芯 慑 叶 定 义 了 适应 可 测 过 程 关于 布朗 
运动 ( 维 纳 过 程 ) 的 积分 , 即 。 | 
ICT) 一 N Hlod, 
其 中 W, 是 布 亡 运 动 ，H,(w》 是 随机 过 程 。， 在 本 性 里 rC) 
的 定义 及 其 性 质 ， 是 我 们 研究 的 主要 课题 ， 这 一 随机 积分 的 
重要 特点 是 ,积分 所 得 到 的 过 程 为 一 般 。 ` 
PRR: “1967 年 有 unita 和 Watanabe sË % TE 
应 可 测 过 程 对 一 般 平 方 可 积 靳 的 随机 积分 ， 迈 出 了 现代 随 科 
积分 理论 的 关键 性 的 一 步 ,”1970 年 Doleani-Dade 和 Meyer 


. 231. 
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贸 究 了 有 办 可 料 过 程 对 局 宙 摧 条 半 氮 的 随机 积 分 ， 1976 年 
Meyer 研究 了 可 选 过 程 对 局 部 鞭 的 随机 积分 ，1979 年 jacod 
讨论 了 非 有 界 订 料 过 程 对 半 革 的 随机 积分 ， 

在 本 书 中 ， 我 们 主要 研究 伊 芯 的 随机 微 积 分 埋 论 。 由 于 
人 们 已 经 证 明 , 布 朗 运 动 的 轨 线 有 

. IF, -= W,| 
P lims —o  ———— w l; = 1 
l. nun. Ran | 

因此 W, ARE 1 处 处 不 可 德 , 在 一 肌 Lebesgue-Stieltjes # 
LERA | (mod 本 ,是 不 能 定义 的 。 于 是 ,我 们 从 最 简 


ARRA JT a 25 Pa, 
2 TERIA y R S aap, Ge FASA, 
引 理 3.3.1 设 o= <ú <... < e 是 区 间 
[0, z] 的 一 个 分 划 。 形 = (W,, Fo 是 标准 维 钠 过 程 , 那 
ZM n — oo， max [z — ri] — 0 8 


DIW — W P — = 0 


'i=0 


lim E 


DW go — W yot 在 L, 意义 下 收 全 于 :， 记 作 


í=0 
=j 
li.m DUW go — W ew =r (3.3.1) 
a imp i+ f . 
E 
a-i 
im 2) EW im W go = r, as, (3.3.2) 
Wm jen i i 


证 明 因为 (W. 是 标准 的 维 纳 过 程 ; 


如 一 了 
E D [W gp W P — > Gf) — £) = r (3.3.3) 
f= i+ i i=0 : 
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为 了 证 明 式 【3.3.1)， 我 们 只 要 验证 下 式 成 立 就 足够 了 : 
当 n —> wot, Yar SIW sn 一 W pim F — 0 


验证 如 下 ; 由 于 维 纳 过 程 的 增 量 前 独立 高 斯 (正太 分布 ) 
ERAR Var[W, — W,] 一 了 一 1 Nt Z= $, H 


Var TW o 一 W, Y 一 SE Varl Wo, _ Wan 
ET i+ 


imp 


a-l 
=D ~ a" 


i=0 


<S umarli — r] —— 0 


所 以 式 (3.3.1) 成 立 。 

EEA (3.3.2)， 为 了 简单 想见, 假定 j7 = irn (一 般 
情形 写 起 来 繁复 些 ， 其 理由 是 一 样 的 )。 证 上 朋 式 (3.3.2) 需要 
用 到 下 面 的 引进 。 

引 理 33.2 ik (Sun = 1, 2,-.. 类 随机 变量 序列 ,对 
E e > 0 有 


5 Pi |E > s) < co (3.3.4) 


tel 


MAH = 一 co 时 


Ë, — 0, a.s. 
证 明 设 Al lo: i] > si, B° lmsupAs == 
N U <. 根据 引 理 2.1.1， 若 
# 一 B U Au 


2 3537 


> PC A;) < oo (2.1.2) 


40 
财 
PKA") = 0 02.1.3) 
Rp 
P(B°> = 0 
XAH 
{mE, k 0; = U BA 
k ` 

所 以 

| Ple: Er 39 0) 一 0 
BE 


ina, sa. ' 


现在 再 来 证 明 式 (3.3.2): 因为 j = nfn, $> 


L = D [Iw o — Wa 一 三 | 3.3.5) 


i=ù 


恨 据 马尔 可 夫 不 等 式 (Ele >f, 1E lP > 


LE 
e)) A 
PCIE] > e) < Eli 


利用 维 纳 过 程 在 不 重 双 区 间 上 增 量 的 独立 性 和 正 态 分 布 随机 
变量 偶数 阶 中 心 距 公式 ,于 是 有 
EE, TE PSW oan 一 WF Y 
i = N a 
一 HE S Waan — Wil + 
i=0 K * 


. 254. 


y: 


HEA 


所 以 级 数 


Tips > E) < 0 


a:l 


根据 引 理 3.3.2, 0. 在 假设 中 一 二 下 就 证 明了 式 


C3.3.2), 
注 记 我 们 把 方程 (3.3.1) 和 (3.3.2) 象征 性 地 记 作 


f: (aW, F — | di (3.3.6) 


为 了 定义 随机 积分 | H.Co)dW,， 我 们 需 对 随机 函数 类 


作 一 些 规定 ,并 从 最 简单 函数 的 随机 积分 讨论 起 。 

定义 331 设 {HCw)]ier， 基 一 个 随机 过 程 《随机 村 
数 )，* 如果 抬 H,Go) 看 作 Go) 的 二 元 函数 ，Hko) ATÆ 
积 测 度 空 间 (R, x Q, S9(R Ix Sr, dkx dP) 可 测 , 册 我 们 
称 日.(w》 是 一 个 可 测 过 程 或 可 测 随 机 函数 。 这 里 BCR) 
是 Ri 上 的 Borel 代数 ,1 是 其 上 的 Lebesgue WE, 

Ey 3.3.2 如 果 对 于 每 一 个 n Hlo) 关于 Sr, m, 
则 称 HCe) 关于 (F, 是 适应 的 ， Po) 称 为 适应 过 程 或 
EKER, 

下 而 引进 阶梯 过 程 的 概念 : 
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定义 33.3 有 限 区 间 [0 T] 存在 一 个 分 划 0 一 r< 
t < + < r, =T; m, m '"" G, 分别 为 F ns F ntt’ 
Ë=, 可 测 的 随机 变量 ，c 是 多 。 可 测 的 , 若 


e (a, e) — aXe) 十 5 Kent KA (3.3.7) 
izo 


则 称 eGo) 是 阶梯 函数 或 阶梯 过 程 
Fe zk pir PB P Sy of) 关于 F = LF < sr 是 适应 的 。 
如 果 a(e) 是 非 降 右 连 续 国 数 人 如 定 分 布 函数 ) ,那么 


人 xnaac = a(r) 一 2 (3.3.8) 


定义 3.3.4 下 式 是 阶梯 函数 (3.3.7) 关于 维 纳 过 程 的 积 
分 ; 


I (e) = aW, + >; G; [W ,.., — W, 1 


f 
š 
(Maim Hati E 


+ as [W, — W, ...1 
因为 W, 是 维 纳 过 程 
上 式 可 写成 
Le} _ > Fa, 一 W, +a, TW, 一 We, ,1 


Walami y < 
(3.3.9) 
为 了 记 法 简单 ,上 式 右 边 的 和 式 可 写成 积分 形式 , 即 


Lle 一 elso W, (3.3.10) 


积分 | +G, a)4W. 可 以 理解 为 1,(2)， 即 式 (3.3.10) 
Hua R bas elmo) 用 Eme) 代替 ,其 中 


AENA) _ PCW Xtal 
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从 阶梯 函数 随机 积分 的 定 必 《3.3.9 Aa 3.3.10), 可 以 推 
FHR IRDA FPEM: 
《1) 设 a, b 是 两 个 常数 , 则 
I,(ae, + be) = al,(e,) + ble) 
(2) 8 0 =< <<, 那么 


jG, td 全， 一 r elsad W, + Í eCr, wad, 


《3)] Lle) 是 :的 连续 函数 (0 < := T). 
这 一 点 可 以 出 W, 轨 线 连续 性 推 得 (习题 3.3,1) 
CH) Ike) ERRE Wi >: 


E (| :Gooeyaw, 12.) = PO aj)dW., a.s. 
证 明 HHE C) 知 
E (Y: e(u, wW lF) 


=E (V eln, ad 多 
+ E (| elu aya, i>) 
由 于 |; Go)aW, 是 基于 多 ， 可 测 的 随机 变量 之 和 ， 所 以 
k: G JAW, 关于 F. N 
又 因为 
B (| eu YAW F) — EG, — WIF.) 


+E ( > E(w[W,,... — Wal FDF.) 


1 
+ El{E(aa[lW,— WF, |,} 
一 和 


由 此 可 得 
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E (E euro yaw F.) =a [eu dW us à$. I 
G) E (| aC, oy.) (|; aG, wawa) 


= E | aC, wa)eCuy to Hu 
WEH BEIA, 
(6) 如 果 对 所 有 s, 0 =< =< T 8 e€ ÀA6€ Sy 
els, o) = Ü 
那么 
FG, oj)dW, == 0, tS T, o € Á 

定义 335 X=—(X, F.) 称 为 循序 可 测 的 ， 若 对 性 

J| z€ T 


{Cas Eis =< t, Keo) € B) € Z”, x ÆC, :1 
这 里 也 上天 [RD)。 


COY Ie) — | eCusoydW, 循序 可 测 且 有 


E j sw)dWe m 0 
0 


证 明 留 作 习 题 ， 

习 E ss 
1. 证 明 Z<) 是 “的 连续 函数 。 
2 .证 明 性 质 (5), 


[提示 :; 利用 me #,, 和 EC(ECS|S )) 一 ES 证 明 1 
3. 证 明 LC) EFTA H ELC = 0, 
{提示 :利用 
Ea[ W, —W,]= Efe W —W,)lF, 
ipe i liga ti ti 
证 明 ] 
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34 有 界 循序 可 测 函数 的 随机 积分 


提要 本 节 讨 论 有 肛 循 序 可 测 过 程 关 于 维 纳 过 
程 前 积分 以 及 这 一 随机 积分 的 基本 性 质 ,在 本 节 中 ， 
我 们 首先 证 明 一 个 有 界 祖 序 可 测 过 程 可 以 用 一 平方 
可 积 的 庄 应 阶梯 过 程 来 带 近 。 人 找 后 再 证 明 平 方 可 积 
遂 应 阶梯 过 程 列 前 栈 机 积分 以 拷 为 栋 限 ， Q M, s. 
把 这 一 鞍 过 程 定 义 为 有 界 桶 上 序 可 测 过 程 闫 干 维 纳 过 
程 的 积分 。 


下 面 我 们 讨论 可 以 用 阶梯 过 程 交 的 戎 机 过 程 ANLA 
数 )。 

RIE 3.4.1 设 Hle) 是 一 个 有 界 连 续 适 应 过 程 。 给 定 
rE Ry, 设 0 = x) < m? a = z E: [90,:] 的 一 
FR, max|#2 一 ”?] =b, Ml 


rna ət an 
ls i-i 
此 处 H™ = H, (E 1, = + =< nh 时 >， Hi”) = 


H:(stay— u° 
证 明 FEER is Ha), sel0, T] E: š 的 连续 函 
数 。 对 任 给 s> 0, s€ Dnt 只 要 [i 一 上 | < 8, 3> 
ü 必 有 , i 
|H) — H Ce) <s 
因此 对 几乎 所 有 团 定 的 o, Ha) HC), Y€ [0,1], 
HE, 
注意 ; 这 里 [HM 是 阶梯 函数 列 ， 
引 理 3.4.2 设 Flo) 基 有 和 界 循序 可 测 过 程 ,定义 
“e 259. 


pimi mn L. E (odu (3.419 
此 处 当 2 < 0 时 , 令 Felo) = 0, FE F) REREN 
应 过 程 ,并 且 对 每 个 国定 的 w， 几 平 所 有 的 ss Fo 
Fo7， 进 一 步 , 对 固定 的 +t， 有 
Ë j. IF,—F jids 一 > 人 
证 明 FMEA Lebesgue 不 定 积分 的 连续 性 ， 
FE ,来自 Fubini 定理 。 由 突变 函数 论 可 知 Fi 
fF,。 应 用 控制 收敛 定理 得 最 后 的 均 方 收 襄 性 ， I 
EE 341 车 F, 是 一 个 有 界 的 循序 可 测 过 程 , 则 存在 
一 列 平方 可 积 的 适应 阶梯 过 程 H, 使 对 每 个 辕 定 的 1:,。 有 
E f [H 一 F, |ds ~> 
证 明 ” 先 按 引 理 3.4.2 作出 F° H fE 
E | |F — Pld: 20 
假定 ( 冤 则 可 挑选 子 序列 ) 


£ > 1 
E í [Fin F [ds < 


m 
再 按 引 理 3.4.1, 对 每 个 Pm 作出 子 序列 Him, E Him R 
为 平方 可 积 的 适应 阶梯 过 程 ,并 且 


E j. ] His 一 Fimjds =< 1 
1 # 
这 样 ,我 们 得 到 
HUD, Hua HON, ... 


Qa 
HPY, HPD, HP®, 


3 x r 
HS D H? 23), Hü as. 
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我 们 记 Hi) — Hi"), 则 He) 为 平方 可 积 适应 阶梯 过 程 ,并 
H . 


E ua F [ds < 2E j [Hm 一 ed 
t 4 
£ 
+ 2E í [F — F,|*'ds 


引 理 3.4.3 设 HM 是 一 列 平 方 可 积 的 适应 阶梯 过 程 ， 
E í |H” 一 Ha 0s rE Ras 那么 存在 一 个 拷 


Mis EIM, V < oo, vie Rx, H. 


== 2 


E |m, = eaw, ro (3.4.2) 
证 明 AHERE RBI SLR aE (52 
E | jasa, 一 | apaw.) 
-E iy (H™ 一 LA 


于 是 HimaW, Wk LO, gr, P) 中 的 Canchy 序列 由 


T L, 空间 的 完备 性 ,可 知 存在 M, E L,, 使 式 (3.4.2) 成 立 . 
往 证 . M, E {F Eh ERER: > MRT AEF n 


J MAP = hm | (f, naw.) aP 
一 an 人 (Í Himaw,) dP [bk 'R (41 
= | MdP 
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# (M,, F.) R, I i 
定义 341 设 Flo) 是 一 个 有 界 的 循序 可 漠 过 程 ， 令 
"为 任何 满足 定理 3.4.1 的 阶梯 过 程 。 由 引 理 3.4.3 知 ， 


| smaw,, 当 加 -= oo 时 存在 均 方 极限 M,， 我 们 定义 
j. FdW,— M, 


为 F, 关于 维 纳 过 程 的 随机 积分 ， 
很 明显 ,上述 定义 与 所 选择 的 再 近 序列 H: 无关。 事实 
Eik Him 和 Hi 是 两 个 阶梯 过 程 ,并 使 


E j |F, 一 H| ds >0 

E | |F, — Hits 一 >0 
于 是 

E j Htm 一 Am [a> 0 
W Pe , B 48 3] 

; ,_ a 

E [sew， 一 Hemaw, | 

-E |É cae — Hw)adw,| 

一 下 | Gre — Am yds20 
gÍ f. Himq4W, 与 f H'iSaW, BFR- BIB, 

下 面 讨论 随机 积分 的 基本 性 质 . 


定理 3.4.2 设 Lp, ZP 为 两 个 有 办 循序 可 测 过 程 , 4, 和 
如 为 丽 个 实数 ,于 是 


j ELED + 26212, 


. 262 + 


E 
= 1 | saw 十 | SEE 到 (3.4.3) 
° D 


证 明 J 3jHEJ RPR BrE6ph EAN eo OBOE 
EW, gee BJ SP, 此 时 Apo 十 EPA 仍 是 适应 阶梯 
dE mA 


E | Gss" + 8) 一 (hegm + uP) ds 0 
但 从 阶梯 函数 随机 职 分 的 性 质 (1) 知 
[Gusto + 489")aW, 


£ 1 
— | saw, 十 和 | 全 ne， 
0 Ll 


两 边 同 时 使 区 一 co ， 定 理 即 得 证 . ' 
定理 34.3 设 i 是 任意 有 界 循 序 可 测 过 程 , 于 是 
E (sam -E [sta (3.4.4) 
证 明 DIRNE sh, e s| en ildo, 8 
为 
JE Ç labas < VEV le — emas 
+ Je [pmr Fa 
所 以 
VE f l Pads =< liminf VE | |E | ads (3.4.5) 
又 因为 


VE jemis < VE [ier 上 — E, j! ds 


+ VE ji |5, 7ds 
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imeup fF | see =< VE fa C3.4,6) 


由 式 (3.4.53 和 (3.4.6) 得 
E isa 一 im E lepas 
另 一 方面 ,根据 有 界 循序 可 测 过 程 的 随机 积分 的 定义 ,有 
E |: rimaw, — [' š, W, = 
用 上 面 类 似 的 推导 可 得 
alean = se hem 
再 根据 阶梯 玄 数 随机 积分 的 性 质 (5) 
s| smaw,| = g i yemas 


于 是 式 (3.4.4) 得 证 。 I 
定理 3.4.4 E DEMAR 8 ru ir MWA 
(1) E [ EdW, = 0; f (34.7) 


O) saw, 存在 一 个 连续 修正 。 
证 明 由 于 对 阶梯 函数 i7 有 
E í EdW, = Ü 

故 可 推 得 式 《3.4.7) 成 立 (习题 3.4， 昌 。 

因为 式 (3.4.7) 成 立 ,由 定理 2.11.5 知 | 64 的 连续 你 
正 存在 ， A 

X38345 设 Y, 是 | dp， 的 连续 修正 ，Y, 为 连续 
#. 


» 354e 


证 明 BRIE ee 使 E || e sha |= zo, 


根据 阶梯 函数 随机 积分 的 定义 ,可 知 | maw, AER Jt 
B | 
el maf |a 
由 定理 2115, 注意 到 | y, — | maw) 对 固定 的 +， 
j 
Ezen e [|x ferar] 


后 者 趋 于 0 ,于 是 可 以 选择 (mi 的 子 序 列 (mih 使 对 几乎 
所 有 w, 有 


有 
gt [ sup (jx. — [amaw 


q wt r 


sup (| Y,— f Er vaWs ot 
bs r < 8 | i>» 


这 就 是 说 ,对 几乎 所 有 国定 的 o, | EdW Co) 一 致 地 在 
[9, #] PIKET Yeo). 这样, 从 È erea, KEHE, M 


推 得 了 Y.C) 的 连续 作 ' 
以 后 ,我 们 总 用 | saw, 表示 它 的 连 绪 修 正 。 这 样 ， 随 
饥 积分 的 值 的 过 程 总 是 连续 的 。 
= = 3.4 


1. 证 明 s| zam, 一 0， 其 中 z, Eb Ba Epi pita, 


2 .证 明 挤 梯 函 数 的 随机 积 量 是 连续 过 程 . 
3 .在 定理 3.4.1 中 ,为 什么 对 每 一 个 Fi"! 可 首 出 一 子 序列 Htm, 
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HS; SPP RH. 
E f Hima 一 FEM ids 2 L 


35 A AP AEB 


提要 本 节 首 先 讨论 随机 积分 与 个 时 的 x A, 
HATER AEH, Hlo) 是 有 界 箱 序 可 测 过 程 时 
Xnr t Hla) AA TARTANE, RERA 
部 有 有 因 的 镍 序 可 测 和 这 程 及 其 随机 各 分， 最 后 给 出 一 
个 随机 积分 的 计 并 实例 ， 


随机 积分 与 停 时 的 关系 可 以 用 下 列 定 理 来 说 明 。 
定理 3.5.1 TEARS H Co) 是 有 界 循序 可 测 过 
程 ,那么 Z, = Xu, CESR EFSA, 并 且 


r IAT 
| Z dW, = | H, aW, {3.5.1) 
-和 ° 


证 明 因为 T] = o) 0 S< rS T oe BN, 
st] x Fn 所 以 Xu, 是 循序 可 测 过 程 ， 而 且 Z, 又 是 两 个 
有 界 循序 可 测 过 程 之 积 ，Z, 本 身 也 是 一 个 有 界 的 循序 可 测 过 
LER 

我 们 先 构造 一 列 停 时 T.I. T, 并且 每 个 T. 只 取 有 限 
DE. W T < s, 对 每 个 名 害 义 


TC0) 一 > CR 士 1)2 和 <rieyc 寺 1 Ce) (3-5.2) 
我 们 可 以 验证 ; WEH e R,, [Ta <i] EF n k 了。 为 
停 时 , 且 Taj T, AEX 
Zi 一 Xor, H, 《3.5.3) 
如 果 我 们 能 证 明 l 
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t “Tr. 
[za 一 上 H aW, (35.4) 
那么 定理 就 被 证 明了 了 。 事 实 上 ， 从 随机 积分 的 连续 往 知 ， 当 


m — oo 时 ,右边 趋 于 Ñ HdW,. PE 823 7k bk, Ë 
E Í f Z, dW, — f zima, | 


<E p |Z, 一 z'as] < ip 


x= HO 


因此 当 m- oo 时 , 式 (3.5.4) 左边 趋 于 |“Z.dW,. 这 样 在 式 


(3.5.4) 的 两 边 取 极限 , 即 得 定理 ， 

ETER C3.5.4); 我 们 只 需 先 对 H, 为 阶梯 过 程 时 ür HH 
该 式 ， 然 后 取 极 限 就 得 到 一 般 情况 下 的 结论 。 当 已 ,为 阶梯 
HER, 2e 也 是 阶梯 过 程 。 这 样 ,我们 可 以 对 阶梯 过 程 直 
接 验 证 式 (3.5.4)。 我们 验证 下 更 事实 : 设 Z, 和 H, 是 两 个 
有 界 阶梯 过 程 ,Ff 一 {0 一 过 之 < z = #} 是 区 闻 [0， 
s] 的 一 个 有 限 分 划 .。 SC) RETEA r, EB S 是 一 个 售 
时 ， BEH := S(a) BF, Z(oe6)= HAo); 当 :> Sw) 
时 ，ZKo7 一 0， 那 么 


i EAS 
| Z,4W , — j H,¿W, (3.5.53 
o 4 


事实 上 ,从 式 (3.3.9) 可 以 清楚 地 看 出 ; 当 r< So) 有 时 ,两 者 
相同 , 当 £ > S(o) 时 ,两 者 都 等 于 


>; HoW in 一 Wa) 


jS a) 


RA G-5.5) 为 真 , 从 而 证 明了 本 定 瑶 ， " 

定义 35.1 设 H, jk— har Pi 8lutEE, 如果 存在 有 界 
停 时 T. l coya.s. ÉE ar H, 为 有 界 循序 可 测 过 程 , 则 称 H 
为 局 部 有 界 的 循序 可 测 过 程 。 
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例如 , 维 纳 过 程 就 是 有 界 的 循序 可 测 过 程 ， 
定义 35.2 ik 如 ,为 局 部 有 界 的 循序 可 测 过 程 ， 那 么 存 
在 一 个 连续 过 程 Y,、 使 


f 
Y, ,.r, 一 Ë xz aBaw,, a.s. 


Y, 称 为 H, 关于 W, 的 随机 积分 , 记 为 
Y, 一 HdW, 
由 于 Xor H 的 有 界 性 
Pa aw, 
对 每 个 固定 的 n AEL mAH m > n hf, WE < T,, Mi 
Y, 一 Yinr 一 Karl dW, 


Xie taty AW, 
AT, 
Zur, F.W, 


t 
0 
i 
-Ü 
i 


-| 
-| 
一 | Kiota AW, 了 AT 
所 以 上 述 定 尺 有 意义 . 

另外 为 使 定义 售 义 明确 ,我 们 还 须 证 阴 以 下 事实 : 

定理 3.5.2 设 【ofT 小 是 两 列 满足 定义 3.5.1 的 停 时 
序列 ,于 是 它们 按 定义 3.5.2 所 作 的 随机 积分 几乎 处 处 相等 ， 

这 样 ,随和 积分 的 定义 与 (T,) 选取 哪 一 个 无 关 , 只 要 它 
满足 定 尺 3.5.2 即 可 . 

证 明 事实 上 , 记 S m TAT TE $8,1 co, a.s., Hú 
H kos H, 仍 是 有 界 的 。 如 果 记 Z, JAT S, HENN 3.5.2 
作出 的 随机 积分 ，7,， 和 Y; 分 别 为 T。 和 T, 按 定义 3.5.2 
作出 前 随机 积分 ,于 是 四 定理 3.5.1，, 有 


. 26% 


: , 
Y,As, T Y Asan, 一 j Xios ato Ta dW 


= [xa oB, 一 Z issn 

E aE Y ias, = Zsges 故 Y, ats — Y Asa, a.8.。 使 
n—>co, Y,= Y}, a.8., j" 

定义 3.5.3 iW X, 是 一 个 连续 过 程 ， 如 果 存 在 有 界 停 时 
P T. co, as. 使 X/Fs(2o)29 X, r.) DER, 则 称 X, 
R — F FO BD PE #6 h. 

定理 3.5.3 设 X, EREN 3.5.2 作出 的 随机 积分 ， 于 
是 X, 为 局 部 连续 款 。 

证 明 因为 

XIa == | tior H dW, 

2 yE Sk bh. u" 

例 1 计算 waw, WB W, 是 标准 维 纳 过 程 


解 ” 下 ,是 局 部 有 界 循序 可 测 过 程 , 故 随机 积分 存在 . 设 
a= << < = b 是 区 间 [a, 5] 的 一 个 分 划 , 则 
和 waw， 可 看 作 下 列 和 式 的 L B R, 且 当 s>, 
max| im] 一 0 时 


L, fè 
E WilWss Wah Waw, 


i= 


因为 


于 一 和 i : 
>: W: [Wia -一 Wa] = W, 一 w; 


ro ' 2 2 


-1 
一 二 >: LW — Wal 


i=) 
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根据 引 理 3.3.1, 4 max| fi 一 z 一 0 时 


im D iWen ~ Wil =b a 
* i=0 
故 
2 1 
Í Ww, = Ë: 一 Wa 工作 一 6y 
2 2 2 
= = 3.5 


1. 设 Hi 和 HEP: XIN 8 5 PE SPE n] mi, A 和 入 为 
两 个 实数 ,证 明 
fu AHO + AHD], = a| apaw, + a ew, 
2 , 设 
N Hel 
H ,(m) 一 
0, 3: 2 1 
写 出 积分 maw., 


3. 求 证 sh dr.|<3 È . 
< ijf T 
36 PERISA 


提要 伊藤 短 分 公式 对 于 随机 积分 的 计算 是 十 
分 有 用 的 。 本 和 节 从 计算 随机 积分 的 例子 着 手 。 引 进 
靖 证 明 伊 芯 铀 分 公式 。 


[#=: s| Y rdW, 


在 前 面 三 节 中 ,我 位 从 定义 阶梯 画 数 的 随机 积分 开始 , 讨 
论 了 有 界 循序 可 测 函数 的 随机 积分 以 及 局 部 有 界 循序 可 测 过 
程 的 随机 积分 。 
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ERE, Pr 类 中 的 通 数 | 
P, — 人 ako):z 时 Ke?a < co , v: >> o] 下 


也 可 以 定义 随机 积分 。 然 而 推导 较 前 三 节 复 妹 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 参见 文献 [7 1, 

然而 ， 光 有 随机 积分 的 定义 并 没有 解决 随机 积分 如 何 计 
算 的 问题 ， 正 如 在 数学 分 析 中 ,如 果 把 Riemann 积分 作为 积 
分 和 的 极限 来 求 ; 那 么 其 复杂 程度 是 可 以 想见 的 ,只 有 建立 了 
导数 与 原 范 数 的 一 系列 计算 规则 和 和 牛顿 公式 之 后 ， 定 积分 计 
算 才 变 得 容易 实施 。 

通过 直面 的 例子 。 我 们 可 雇 看 到 伊 卫 公式 对 于 随机 积分 
的 计算 相当 于 组 积分 中 的 牛顿 公式 ， 


在 3.5 节 例 1 中, 我们 计算 了 waw.. 由 该 例 可 得 


J 


| waw, = w £ (3.6.1) 
和 2 2 
A (3.6.1) 也 可 写成 f 
Lye t + V waw, 
2 2 5 
或 
1 :1 : 
+wi- | Eaa | Waw, (3.6.2) 
2 t 2 


从 前 几 节 的 讨论 中 。 我 们 已 经 知道 : 有 界 循序 可 测 过 程 
的 积分 (关于 维 纳 过 程 的 随机 积分 ) 是 连续 摇 ， 局 部 有 界 循序 
可 测 过 程 的 积分 是 包 部 连续 娄 。 总 而 言 之， 随机 积分 的 结果 
是 随机 过 程 . 


如 果 抱 随机 积分 作为 喘 照 来 看 ,那么 W, 一 í dW, Bü 
w, RRD | aw,, EW ARRETRARE 
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moema mr 


ít 
l Wod, W, 


一 项 ,而 是 式 《3.6.2); 即 它 半 于 dWY, 与 ds 的 两 个 积分 之 和 |， 
运动 ， 是 W, Z, P) 上 的 随机 过 程 , 且 


X, = X, + Ko + | ejaW, C(3.6.3) 


那么 X, 也 称 为 随机 积分 〈 瑟 定义 3.6.1 形式 的 随机 积分 
这 里 随机 积分 X, 可 以 写成 微分 形式 : 


dX, — ndt + vdW, (3.6.4) 
因此 式 (3.6.2) 可 写成 
d (+ wi) 一 | u + WadW, (3.6.5) 
2 2 
gue, t A ASA ESE SE HL: 


定理 36.1 设 X, 是 式 {(3.6.4) 形 式 的 随机 积分 : 
dX, = udt + vdW, 
gC, z) 是 D0, oo) X R— R AMERA A 
Y, = g(t, X,) C3.6.6) 
了 起 是 定义 3.6.1 形式 的 随机 积分 , 且 
dY, — 2 gGz, X,)dr + 2 gG, X,)daX, 
二 SS G, X.) (ax, (3.6.7) 


其 中 
一 
dW, * dW, ds (3.6.8) 
在 证 并 定 理 3.6.1《 伊 蕊 公式 ) 之 前 ,我 们 先 署 几 个 例子， 
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全 1 重新 考虑 3.5 节 例 ] 中 随机 积分 的 计算 ;- 
1 fva, 


设 X, = 多 gCr, x) = x: 


HA 
Y, = zG, WD — twi 
利用 仇 芯 公式 
He äg 1 Og 1 
dY, = 28 e t SE J + dE C W, 
f ĝe ‘+ 3 w z ga W.) 
一 0 小 W.4W, + 二 《了 
— W,dW, + È j 
2. 
因此 
¿(L wt) = W.,dW, + Lge 
2 ' 2 
WAZ, ED 
Lwie f waw,+ Li : E 
2 o 2 
A2 计算 随机 积分 
Jaw, 
0 


解 ” 从 经 典 的 绕 积 分 知识 可 以 得 到 窑 发 , :Fy， 这 一 项 应 
该 出 现 ,故我 们 取 
elt, z)= i" z 
Bp 
Y, 一 zG,W,) — W, 


= 1⁄3. 


根据 伊 芯 公 式 
dY, = W,d: + idy, + 0 


也 就 是 
d( W ,) = W idt + tdW, 
或 
W, = f Wds + f sdW, 
即 | 
f sdW, = W, — È Was (3.6.9) 
A (369) 与 微 积分 中 的 分 部 积分 公式 一 臻 
伊 芯 公式 的 直观 性 证 明 : 
EA (3.6.4)， S 6.6) # (3.6. D 代入 式 (3.6.7), 得 到 
d( gG, X :)) = 2E .X,)dz 十 一 £ G, X, Ewa +eaW,) 
+ i (z, XO [udt + vadW 
Šg + T j p E 
= (2% + 2 "$8) 4 
ye 
+ oÉ aW, 
RE 


zG, X,) 一 gl0, Xo) + f (22 + „e 


1 : Ze) f Og. 
+ r ds + o dW, (3.6.10) 


注意 ; A (3.6.10) 是 定义 3.6.1 意义 下 的 随机 积分 . 
我 们 看 儿 为 了 证 明 式 (3.6.10)* 上 只要。 和 ”是 有 界 阶 梯 函 
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数 就 行 ， 我 们 还 可 以 假定 £ ar, pa 和 £ 都 是 有 界 函 
烙 。 如 果 在 这 一 情形 下 证 明了 公式 《3.6.10)， 那 么 我 们 可 以 
在 [0， oo)x R 的 一 个 紧 子 集 上 找到 z, <€ C: (二 阶 连续 可 微 


类 ) ,使 得 z. e, 2b 和 92 对 每 一 个 # 有 界 生 分 别 
Dr Bx Hr’ 
_ Se Əg Dig 
BRT o Z, E 和 SE. 
利用 泰勒 展开 ,我 们 得 


ECE, KX) = g(0, X,) + > j ALt Xi) 
> g +5 âg 
= e{0, X,) + - At + a; AX; 
i x 
+ A Pa a (Ari) 


;) CAX;) 


Be 


+i x š TTET 


z 
其 中 
Ati = tin H, AX; = Xip — Xa 
Altis Xi) = glit1s Krid — glt, X;) 
H. 
R = 0 An + AX; i 
R mará — 0, JZ, 


Lı 
5 ŽE an = >) È eC Xan 
t i 


J. Pe (s, X,)ds (3.6.11) 
ĝt 


L, 
OE Ax, — D ĈE, X DAX 2 
i At i Hr 


| Šg ¿,, X AX, (3.6.12) 
+ Ox 
更 进一步 
Bg 1 Fg XA F 
>: a> Ai? _ > Da” ti 
+2 >; Z8 vivi( As) (AW;) 


+ > š: A vAN; y: (3.6.13) 
当 max Ar — 0 时, 式 (3.6.13) 二 过 的 第 一 一 项 站 要 
例如 
E Le PE upan) caw} | 
_ 23E | Za) | (Any — 0, 当 Az; — Ü 
下 面 我 们 证 明 式 (3.6.13) 右边 最 末 一 项 的 极限 : 
A ; e 
> 8 yaw) -f PE pade (3.6.14) 
为 了 证 明 式 (3.6.14), 令 
oD) — ŽE G, XC w) 


e; = a(zi) 
3:26 Ë 


E a AW; F — a; Ati 
(E awr- E nan) 
— E Ela,atCAW): — Ar) Caw)! — Arl 
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— (> + >` + S) Elasa 


icf i=j isi 
x (CAW; Y 一 AriXCKAW:) — As)) 

其 中 
D Elen CAW: — Ari) CCAWIY An) 

= E D) ua AW:Y — Ar)E((AW;) — Ar) 

= 0 
这 是 因为 aaa (AW Y — Ar) 与 CAW i Arn 独立 ， Fj 
理 可 得 之 一 0. 
又 因为 

D ELK CAW: y — Ary) 


一 2) Ela) ElCAWi) — AWYA + (As) 
一 >; Ege BRY — AGY + ANY) 


-2 $) Fol: Canga? 
i 


arj 
即 
Each aoa 
我 们 常用 
(dW, y ds 
表示 dW, 与 dt 的 关系 ， 
当然 , 当 max A4 一 0 时 ZR — 0, FERNAN 
‘(0 ,1 
gG, X,) — ECO, X,) + f (z + 5e S) ds 
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上 Bg 
+ | 2 ax, 
1 Hx 


把 dX, = udt + sdW, 代 人 上 式 即 得 式 (3.6.1073. Ë 
FRAR 38 uEHR JSR, 7), 


zJ 题 36 
1. W, 是 布朗 运动 , 试 写 出 52 的 伊 药 公式 


2. 设 W, 是 > 维 布 朗 运动 , X, = W, + z, x€ R", j 6 1, WAS 
HEERA 


IKOX,) — IC) = > (= KX dwa 


设 (WY wo EORR HSR WE W it) 2: HERRERA. 
3. AHR 


F 
Í HW, 
. 


37 随机 微分 方程 的 解法 


提要 本 节 首 先 引 入 自 噪声 过 程 的 概念 。 并 前 
述 自 喇 声 注 程 与 维 执 过 程 的 关系 。 热 后 讨论 两 个 阐 
aT, 说明 随 机 熏 分 方程 葡 解 法。 最 后 给 出 多 维 
售 放 公式 及 线性 随机 微分 方程 的 解 ， 


用 下 列 形 式 表示 的 方程 : 

dX, = bs, X Ddi + c(r X ,)d4W, (3.7.1) 
称 为 随机 微分 方程 ， 其 中 X, 是 解 过 程 ; W, 是 标准 布朗 活 
5 bG, X,), cG, X) RAA TMAR. 
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A (3.7.1) 可 写成 积分 方程 的 形式 : 
X, — X, + | ec X,)ds + |a, XdW, (327.2 


对 于 式 (3.7.1) 和 (3.7.2)。 有 两 个 问题 需要 解决 : 

(1) 在 什么 条 件 下 ， 式 (3.7.1) 或 (3.7.2) 的 解 存在 且 唯 
一 ? 其 解 的 性 质 如 何 ? 

O) 怎样 解 式 (3.7.1) 微分 方程 2 

现在 我 们 先 引 入 白 噪声 过 程 的 概念 。 

设 {ihe 是 均值 为 零 的 广 尽 平稳 过 程 。 其 协 方差 现 数 


为 , 
E (Erri) 一 nlr) (3.7.3) 
其 中 s 是 常数 。 3Cr) 称 为 Dirac-f 函数 ， 它 具有 如 下 性 
Ji: 
人 Oa = f(0) © 8.7.4) 
1(，) 是 在 0 点 连续 的 函数 | 
SG) = x, r Baerdt 一 下 (3.7.5) 


称 为 E 的 谱 密度 图 数 , ` 

定义 3.7.1 弱 ( 广 义 ) 平 稿 过 程 i, HAAF, WERS 
于 常数 ; 则 称 E: 为 白 噪 声 过 程 。 . 

白喉 声 过 程 的 功率 谱 密度 函数 等 于 常数 ， 是 说 白 嗓 声 在 
各 种 频率 上 其 功率 是 雹 名 的。 这 是 白光 的 功率 湾 特 点 ， 因 此 
FR ARE, 

考虑 标准 布朗 运动 1 
{Wjenrs EW—W) = |z—+|, EW? m |t|, EW: = tel 
因为 WW, = N (W; + W>) 一 ; (W, — Wy 
故 
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EW,W, = yl + l| — i= s|] (37.6) 
现在 定义 . 


x, — Ko We 《3.7.7) 


那么 
ECXX) 一 + ECW Wes) + E(W,W.) 
— EWW) 一 E(W,W,+s)1 


一 二 [ls + 8] + i — :—s|—2|s—s11 


al — imel 
P max fo; l P ] (3.7.8) 
FE, [Xn 一 0 <: < co) P Y M anl, B Fk 8 F 211 85 
功率 谱 密 度 ; 
一 工人 站- Ir] ¿asr 
so) —_ j.G 8 ) dr 


s 
— z Í Q 一 三 ) Cos lwpyTdt +, 
Š J. 名 


2 r T * 2 f. 
=. — || — — } sin 2=>r + —— j sin2=y>rdr 
之 后代 x= 他 站 lo 
2(1 — cos2z=>8) 一 “nen _ sin =ó | * (3.7.9) 
(2953: rrë 


M (3.7.9) 可 以 看 出 ; 当 一 0 时 Sol, Mel, HF 
充分 小 的 d, X, 很 像 白 噪声 过 程 。 我 们 把 {X,} 8—0 
时 的 形式 圾 限 看 作 白 噪声 ， 即 我 们 把 白 噪声 看 作 下 列 的 形式 
极限 (其 极限 的 意义 ;仅仅 指 当 8 充分 小 时 , X, t RE DR); 
lim Wis— Ws 
#0 ë 


+ 180 电 


= 


严格 地 讲 ， 白 遥 遍 的 药 率 和 队 大 ， 它 根本 涉 是 二 阶 黎 随 贞 过 
Ez, ' 
# fW 02. ATUEM EER AER 
的 两 个 随机 微分 方程 问题 了 . 
l 我 们 重新 考虑 人 口 生长 模型 ; 
IN: ma a, Np, N, 给 定 
di 
其 中 a,= r, + a. E, E EARM, 为 常数 。 
为 了 简单 起 见 , 假 定 r, 一 +( 常 数 》 


dN ( 2w.) 
= £ = £ N 
dt "to dt f 


Rp 
dN, = rN dt + aN, dW, 《3.7.107 
因此 


N, 
为 了 计算 式 《3.7.11) 左边 的 积分 , 令 
at, z) = hz, tiT 


| -L IN, = r + aW, (W, — 0) (3.7.41) 


于 是 得 到 


1 1 1 
daN) 一 站 sw + — (- a) (N )' 
— INe L Nid 
N, 2N? 
= dN, — 1 edt 
| N, 2 
Ee 
aN: a aUn N,) + 1 wad; 
N, 2 
由 式 《3.7.117 得 


ku Laf a+ rit aW, 


一 (- _ 二 oj + aW, 
即 | 


N, — N, * CxpD (( — + a`) E+ aW,) (3.7 12) 


sÑ (3.7.12) 是 方程 C3.7.10) 的 解 。 
A2 我 们 回 到 本 章 开 头 的 第 二 个 问题 , 邯 
' LÖ, + Ró, + A Q, — F, =G, +a, (3.7.13) 
这 里 总 ESHXFHGORA, 
引 人 向 量 | 
X, ， 
*- x, o= |] - [8] 


X; 
A (3.7.13) 可 写成 


Ñ — X, 
(C3.7.14) 
X, = 一 Ry — 1 y +: > sŠ 
L LC L ` L 
或 写成 矩阵 形式 
dX = AXdt + Dds + KdW, 《3.7.157 
其 中 
0 1 0 
ax =| haml í Rl,H-1i 
P '] CL L G, 
< $] 


wW., 是 一 维 布 朗 运 动 。 
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这 样 ,我 们 就 导出 了 二 维 的 随机 微分 方程 (3.7.15)。 
为 了 求解 随 视 微分 方程 (3.7.15》， RAER AE A P 
芯 微 分 公式 。 为 此 ,我 们 给 出 下 列 定理 , 
定理 3.7.1 (n SRfP IS 5k) 设 
dX, 一 ndt + s, dW ,, Kicn (3.7.16) 
£ JE [0,00) x R*— R 的 C? 类 函数 《二 阶 连 续 可 微 郑 数 ) 
Y, = 8C, Ti 
那么 
8 全 
aY, — gof + 之 as, 22 


3 . 
++ > Š (AKAK (3717) 
2 Ti Üx; ðr 


IHR. 
定理 3.7.2 设 Woco Wa Em 4-3 3hir t E 
BES, (Witts Wa) Em Hn, 1 
dX, = mdi + ppd W, + -: ` + s W , 
(3.7.18) 
dX, = udt + e, dW, +t 
A (3.7.18) 可 写成 矩阵 形式 : 
dX — Um + VdW 
其 中 


W = [W,, `... Wal 
B z 是 [0，co) x R" — Rš ZER pk PS 数 ， 
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于 一 人 TY YA 
Y = e(t, X) 
那么 一 般 的 贫 藤 微分 公式 为 
8 


Os £ 
dY, = 2E (t, X)dt + < (r, dX, 
Bs G, X> > Be Š ) 


+ Ly S (dX) (aX) 1<r<k (37.19) 
2 i dx: Əx; 


其 中 (aW) GWOD = 85d1， dWidt = didW, = 0, 这 里 bii 
是 Kronecker-ó HAZ, ED 
0, H if 
Si 一 Í, i 
了 1 1 
这 一 定理 的 证 明 与 最 简单 的 伊 隘 微分 公式 证 明 类 似 ， 这 
ARR. 
把 定理 3.7.2 H F BJA EIN bA sih 0,0) 
下 一 及 ， 这 里 取 


hC, Ks n) == ean?) 


我 们 得 到 
d(exp(— AD XY) 一 —exp(— AD AXd + exp(— A) dX 
(3.7.20) 
HA (3.7.15) 可 得 
exp(— AD) dX — exp( — ADAX dt 
一 cxp(— AD[H,dt + KaW,] (3.7.21) 
由 式 (3.7.207 5 (3.7.21) 得 
dX» exp(— AD) 一 exp( — ADH,di 
+ exp ( — Ar) K W, 
即 


exp( — Az)X 一 X, == | exp (—4:)H,a, 


. 24 + 


十 j exp(— As) KdW, (3.7.22) 


再 令 
一 exp 一 4 X, = W, 
利用 和 赋 茧 公式 可 得 


exp (— ANKadW, = exp (— At) KW, 
n 


+ | exp(—A) AKW,dt 
I | 


于 是 式 (3.7.22) 可 写成 
X = epl Ar) ÍX, + expl- Ar) KW, 
+ 上 Cee( 一 49 忌 + exp — AD AKW Ids} 


(3.7.23) 
A (3.7.13) 是 方程 (3.7.15) 的 解 。 
随机 被 分 方程 的 求解 ， 主 要 利用 伊 芯 公式 解 出 微分 方程 
中 的 X,, X, 可 以 用 W, 的 函数 及 其 轨 线 关于 d; 的 积分 表 
示 出 来 。 


y E 3.7 


4X, = —aX,d: + GéW, 
X, = e€ R 
求 随机 微分 方程 的 解 。{X， 称 为 Qinstein-Ublenbeck 速度 过 程 ) 


38 随机 微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 


HE TAARE? Ji 满 R Lipschitz 
系 什 则 其 解 存 在 旦 叭 一 。 


上 


W. oa 一 (oj) 为 矩阵 , 记 lol = > laal (z, = 
(b,(x, r), . b (xz, DY, akr, D = CoC(x， 们 )， 并 假设 
b.(xz, 1), Güú(z, O) BATF (z, DER X [0, T] 连续 
(T > 0)， 而 且 DW.) 是 = 维 标准 布衣 运动 , 17.) 是 它 的 
自然 5 代数 族 。 如果 X, 平方 可 积 , 并 且 具 有 下 述 分 解 : 

xi— | BX, sds + > | aCXss DAW: 


+ zi, st < T (3.8.1) 
财 我 们 称 (X, 是 满足 初始 条 性 
Xi, = ra nE R" (3.8.23 


的 随机 微分 方程 《X， 是 上 的 连续 国 数 ) 
dX, = b(X,, rd + o(X,, OdW, (3.8.3) 
-的 一 个 强 解 。 
定理 3.84 BE olr, r. olx, t) 有 是 关于 (Cx, eR 
[0, T] RER IE PE ARE S ERER M, HWE FF 
Lipschitz ##F: . 
lalz, z) — bF, D| = c. |z F) 
[axs z) — alz, NI S< c+iz — xÍ 
btr,s z)| < (1 4 lej) 
lalz, Di = ec + |x|) 
这 里 cs K < 均 为 常数 ， 那 么 对 任何 z< R", # (Q, >, 
F P 中 存在 式 (3.8.2)，《3.8.3) 的 堆 一 强 解 。 此 处 总 假 
E W, ERREZE (0, 7, P) hinte, F, AH 
自然 代数 族 。 
为 了 证 明 此 定理 ,我 们 需要 做 一 些 准 备 。 
引 理 3&1 设 非 负 可 积 函 数 po 满足 条 件 


gqp(2) < < r QU), St < T 


(3.8.4) 


w. 


那么 (9 一 0。 对 几乎 所 有 :Ee [0, T] RIL 
证 明 我们 不 站 设 c > 0. 根据 假设 有 


1 
n 


Ñ padt = ¿c Í f pdsdt, t < L 


= ef Í. Xe PY dd 


nm 


-e [ X. sn, PN asd 


- 


I (aaa, Da] pd 

fe 

由 于 二 一 s =< L (s € (0, Lj), 因此 当 ip > 0) 的 
砚 度 大 于 零 时 ,将 得 出 下 述 结论 : 

f pledi < Í pidr 
上 式 显然 是 错误 的 , 故 |o, Nipo > 0} 是 零 测 集 ， 再 
ERRE pPoO =o (: + 1), Hi 
PSr IOLA Nt < T — 二 


重复 前 面 的 步 哑 ; 推 得 fo, 二 | nfeco >o emg, m 
复 上 面 步骤 ,定理 得 证 。 i 
E| 3.3.2 i% H, 是 连续 适应 过 程 , H, A, E| Hl, < 


oo， 于 是 | HudW。 是 平方 可 积 的 连续 斩 O < T). 


. "287 = 


证 明 记 Hi) 一 Xmr, s lE T,= inf{i» H, > s} 
于 是 | im， 有 定义 ,并 且 


jusaw—uaw,, a.s, 
0 A -+O -0 
E | Jaw, 一 H:™aw, 
0 全 


1 
—Ü 
fs fh — GD 


i | meaw, 在 Co) aao RRR [ naw,g 


平方 可 积 的 ， 
现在 继续 证 明定 理 3.8.1: 唯一 性 : 假定 X, 和 X, 是 两 
个 解 , 则 


X, — X, = ue, 站 一 B, lds 


+ f [e (X,, s) 一 o (X,, JHW, 
于 是 根据 Lipschitz 条 件 (3.84), 8 < T. 有 
E|X,— XP < 2E M" CCX, D 一 b(X,, s) 14; i 


十 2E f: lo(X,, s) 一 c(X,, s)| ds 
=< 2T E | [BCX,, s) 一 B(X, £) | ds 


+2E | |z(X,, 5) -o(s ñ) |ds 
< 20 +A E |X, — Rha | 
记 pl) = E| x, — X, MI 
q(2) < 2(1 + Te | we 
由 引 理 3.8.19(9 一 0， 对 于 几乎 所 有 ST RY, 于 是 
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e 


X, — Z, 8.53. 
存在 性 : 
定义 X 一 z， 并 定义 


: t 
Xi — y + | BCX, s)ds + I (Xm, Daw, 
° do 


(3.8.5) 
于 是 
r -ił 
xp x] < alf BCX®, d| | 
+ 2| P xe, Daw.) 
记 
M = 2 (T + 1)(1 + [z]: + 2exT +1) 
刚 


EXPY — XO < 222601 + jel + 222201 + Jel 
< Mr, £ < T 
应 用 数学 归纳 法 : MERE 六 所 疯 一 1， 下 面 的 不 等 式 成 
立 : 
下 1 Xe 一 Xi=+t5 |: < A Si (3.8.6) 
现在 ,我 们 来 证 明 式 《3.8. 全 对 m =k 仍然 成 立 。 
[xto 一 Xeon 


< 2|Í. LEXA, y 一 BKM, Ylds 


+? | [Tea JKP, Da (3.8.7) 


两 边 取 数学 期 望 ; 并 利用 Lipschitz AF, 8 
EXP — KAD]? 


< xE j. BX-D, s) 一 BCX, s) Pds 
q 


= 2594 


fr 


£ . 
+28 f la ( XAD, yy —s(X, Glide 
2HE i 1Xftrb 一 XD jags 
f 
+ 2c4E | 1X 一 Xa 
ii 


< uj. E|X# D 一 XR [ds 
+ 


将 式 《3.8.6) RA EAE 
E Xe _ XAH? = M j (Ms) di 
. a Á 
《it 
(+1) 


这 洋 就 证 明了 式 《3.8.6) 对 所 有 m 一 0,1,2,-..- R 
由 式 (3.8.7), 我 们 还 有 


sup | XO 一 xf]? 
ü= < 


Tr 
=< 2T | | XD 一 Xds 
0 


+ 2 (Toae, s) — c (xt, Duw.) 


(3.8.8) 
由 引 理 和 .8.2 和 Doeb 不 等 式 , 得 


五 .snP | Toca» Xb plr.) 
s: F Ni f sD 一 加 , t) )4W, 


I 2 
=< 2 sup. E Juan, s) — o (Xš, Dlaw| 
Fr ` 
— sp, s| iG, 1) — aX, shas 
T 
< 2 | E|Xiw-b Xids 


因此 
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E sup | 其 和 一 yam: 
D<: < . 
T 
<T | E|X#-5— XH tds 

0 - 

o 
tici | E XIU 一 XW |ds (3-8.9) 

9 


RFE, MT (3.8.9) 和 《3.8.6) 得 
E gg ie ia < K E 


Jta K EAIRT m ñ9 55 8 , N jp 


(m+ i) __ (m) 1 = MT)" 
[ap o= ai mijer 
因为 2;[4“ (M T)“ /m1i] < co, ELM Borel-Cantelli 引 理 
可 得 ,对 几 平 所 有 t, FEE Mh "= mla) E 


sup [|Xim+bD(,) — Xm odl = 1 m 2 mko) 
(<: < T 2 š 


从 而 部 分 和 


| 
Xm) _ x + > (Xi=-Db — X) 


关于 1€ [0, T] -Aki X; 是 连续 过 程 ， 因 此 其 极限 
仍 为 过 续 过 程 , 记 作 X Co), M (3.8.6) 还 可 推出 E|xX,E 
是 连续 函数 。 

下 面 验证 X, Co) 满足 随机 微分 方程 5《3.8.2)，《〔3.8.3): 由 
Lipschitz 条 件 得 


T 
E | | 其， D 一 (X, , O) | dir 
ð 


T 
E | lat, D — X, Dltarsazr0 


EA (3.8.5) 中 令 m — co, EA C3.8.35, E 
即 果 我 们 将 式 (3.8.2) 换 成 
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L Ti BRY 
此 处 上 是 与 W, 独立 的 任 一 平方 可 积 随机 变量 ,定理 仍 成 立 ， 
对 此 ， 我 们 只 要 平行 地 进行 定理 证 骨 的 各 步 驴 ， 即 可 得 出 结 
论 。 此 时 S , = (š, W,, í == z), 


3 题 38 
1. 验 证 柄 机 向 分 方程 Ce HSE) 
| (5 = —1 Xdi + dW, 
z + 


X, = x, x £ R* 


有 唯一 解 
39 解 过 程 的 蕊 氏 性 


提要 本 节 证 明 随 机 微分 方程 (3.8.2) (3.8.3) 
的 解 是 3.1 A PEGI RTRT 


ALTERA EE. WR A, BEB, W) Ar B e 2, 
称 S X = E. 

引 理 391 2.2 为 9 上 的 实 值 函数 的 一 个 线性 空间 ， 
如 果 

GQ) 18 ZF; 

C2) 设 fe g, OSF ti f 有 界 , 则 fe， 

G) v Ac, 有 ref, RE Xa ERA 的 示 性 
HR, 那么 eE BALH A 可 测 的 有 界 函 数 ， 

用 此 引 理 ,可 以 证 得 : 
适应 过 程 。 如 果 Y 是 有 界 戎 机 变量 ，w(X,} 表示 一 个 随机 蛮 
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BEERA a 代数 。Y € gl 名 ,-z(X,)) ie 是 与 多 ,独立 
的 9 代数 ,那么 
E(Y|2Z D = E(Y |X,), a.s. (3.9.1) 
证 明 RE AEX), Be, HU 


Elx ansi F l] = E[X atal F] 
— Elx F] 
= P(B)X4 = X E[Xs| X,] 
— EXXX] — ELX anal X,1 (3.9.2) 


显然 , 形 如 4 BCA € o(X,)), BEL HRE —t k, 
W B. 2 为 满足 式 (3.9.1) 的 有 界 随机 变量 全 体 ,显然 
Er 满足 引 理 3.9.1 的 三 个 条 件 . 记 以 所 有 有 界 并 且 =(s2y= 
IF CX) TMO ERRET Æ. 设 aly) 
是 A) 的 完备 化 ,那么 式 (3.9.1) 对 Yesl , o(X,)5 成 
立 。 f . j" 
定理 39.1 随机 微分 方程 [C3.8.2)、(3.8.3)] 的 解 是 马 
尔 可 夫 过 程 。 
证 明 我 们 首先 证 明 
Exa) F) = Elx,lX,], AcaNX 6 > 0 
(3.9.32 


BRA GLID 即 X, 是 马尔 可 夫 过 程 。 
事实 上 , 当 A< X, 时 ,由 于 F: 是 递增 REK, K 
HHQ (3.9.3) 可 推出 G 过世) 
E[z | F nn lM ELIX] 


x 


EEX F po Kan Xea l? 
— E[l kal X, .,) — ETX Xant Kenn] 


*. 293. 


往 证 式 (3.9.3): 如 果 记 Xs = X ias 则 
(> = b(X,, z+ 5)d8 + dW, 
X. 一 x, 
其 中 W, 一 WaW. H EE, RNARO DEAM 
—W X, é (oe (X aW, *=<85y, IR 2Z=c(W,, w S 65, 
ATF 235 F, y Ah 3.9.2 可 推出 式 (3.9.3). E 


y 题 3.9 


1. 设 一 Res + w. 此 处 ww， 为 标准 布朗 运动 ， 设 0 = 
EPE CR = : E [b, r] 的 一 列 步 长 趋 于 禹 的 分 划 , 证 明 


Nim 


2: Oie AD 


第 三 章 测 验 题 - 


ULA W, 是 布朗 运动 , 4 为 下 常数, 证明 : 对 任意 了 > 0 有 
Eet We ae, HEISET 
其 中 :是 依赖 于 À, T HERR. 
2 . 试 写 出 请 机 积分 


L = í HdW, 
其 中 


2, 当 l: <2 
3, H I&i, > 
Oe 是 标准 布朗 运动 , 并 证 明 I, EER, 
3- 设 (w. 是 标准 维 纳 过 程 ,证 明 下 列 随 机 微分 方程 ; 


dz, = Ed, 一 T 25 *,(0) == 0 


ly basel 
"=f 
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dz 一 —s,dW, — Ł zdi s0)" 1 
DRE 
z(t) = sin W, 
s1) = cW, 
4. 试 证 明 随机 微分 方程 


ax, = + di + X, cos rdiP, 


存在 唯一 解 
5. 设 M, 一 WS Mjo 既是 强 平 稳 过 程 又 是 娄 , 证 明 
P{M, 一 常数 } 一 1 


e +95 x 


第 四 章 ” 鞭 和 随机 分 析 在 控制 
理论 中 的 某 些 应 用 


歌 论 ( 包 括 随 机 分 析 一 一 指 随 机 积分 与 随机 微分 方程 3 在 
系统 辩 员 , 自 适 应 控制 ,随机 控 币 与 滤波 理论 中 的 应 用 ， 是 讽 
代 控 制 理论 深入 发 展 的 自然 结果 ,并 非 数 学 家 们 的 帮 弄 去 虚 ， 
下 面 的 事实 说 明了 这 一 点 。 

事实 上 ，、 随 机 深 制 则 在 研究 各 种 随机 过 程 以 及 由 随机 微 
分 方程 (或 随机 差分 方程 ) 记 描述 的 系统 的 各 种 控制 同 题 。， 淄 
访 理 论 则 考虑 如 何 用 被 噪声 污染 了 的 输出 数据 ， 来 估计 随机 
系统 在 任意 时 肇庆 的 状态 
在 系统 瓣 设 方面 , 1976 年 L. Ljung 利用 鞭 收 效 定 理 证 
明了 ， 人 在 持续 激励 条 件 下 离散 随机 线性 系统 最 小 二 彝 锥 识 算 
法 是 收敛 的 ， 我 国学 者 陈 输 熏 、 郭 雷 获得 了 许多 更 精细 的 结 
F. | 


在 自 适 应 控制 方面 , 1980 年 Goodwin-Ramadge 和 Ca- 
ines 在 证 明 随机 自 适 应 控制 系统 的 输入 、 输出 有 界 稳 定性 时 
又 使 用 了 几乎 上 鞭 的 收 敏 定理 ( 见 定理 3.8.1 和 推论 3.8.1》。 

由 此 可 见 ， 控 制 理论 的 许多 领域 向 使 用 了 轿 论 和 随机 分 
折 的 思想 和 结论 。 目 前 ， 款 论 ( 包 括 随机 分 析 ) 在 控制 理论 中 
的 应 用 还 在 向 其 深度 和 广度 方面 发 展 ", 

在 这 一 本 近代 概率 引 论 的 书 中 ， 我 们 不 可 能 全 面 系统 地 
介绍 舱 论 在 控制 理论 各 个 方面 的 应 用 ， 只 能 介绍 这 方面 应 用 
的 概 魏 这 及 一 些 基本 事实 和 例子 ， 许 多 最 新 的 应 用 成 果 ， 读 
者 可 以 在 有 关 的 最 新 文献 中 找到 。 
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从 概 狐 上 说 , 靳 论 ( 包 括 随机 分 析 }, 自 前 已 经 成 功 地 应 下 
于 下 列 控 制 问题 ; 

(1) 随机 递 推 算法 的 收 伍 性 分 析 ， 包 括 随机 .逼近 算法 的 
收 敏 竹 问 题 。 

G) 随机 系统 尤其 是 随机 非 线 性 系统 的 稳定 性 理论 ，; 

G) 随机 过 程 和 随机 系统 的 最 优 控制 问题 ; 

(4) 线性 和 非 线 性 系统 的 请 被 和 预测 问题 ; 

(5) 复杂 随机 过 程 的 扩散 逼近 等 。 

在 本 书 中 我 们 介绍 四 个 方面 的 应 用 .41 MARTER 
统 闪 识 中 的 应 用 ; 4.2 节 给 出 鞭 论 在 自 适 应 控制 中 的 应 用 ; 
4.3 节 介 绍 伊 芯 微分 公式 在 随机 控制 中 的 应用 ; 4.4 节 讨 论 随 
机 微分 方程 在 滤波 问题 中 的 应 用 

虽然 这 些 例子 都 有 一 定 的 特殊 性 ， 但 是 从 这 些 例 子 仍然 
可 以 看 到 右 论 (包括 随机 分 析 3 在 控制 论 中 是 十 分 有 用 的 。 
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提要 本 节 介 绍 推论 27.7 fe Kronecker 引 
型 在 条 统 办 识 收 效 性 分 析 中 的 应 用 。 


本 节 内 容 基本 参照 文献 [6] 的 3.2 节 ， 为 了 阅读 方便 我 
们 加 了 一 些 柱 帮 性 文字 ， 

设 (0, F, P) 是 基本 概率 空间 ，y。 是 六 维 输出 ，v。 
是 上 维 输 人 ， ee 是 好 维 动态 噪声 ， 我 们 考察 动态 系统 中 已 知 
阶 数 p, q 的 多 输入 多 输出 离散 时 间 系 统 ; i 

Ya = AYaa + '-- + Apap + Bita 
te + Bas, e + ë, (4.1.1) 
it w, Em ERILE, iO 
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F m olw, 0 = í < n) (4.1.2) 
ED 是 由 随机 向 量 Wos Wi tto, ERAI e AR ER 
有 
CC 
3: H i 
Eww Fna) = Ew 0 (41.35 
其 中 了 表示 单位 阵 ， 
Xit F, 是 m x m” EE, CHF .多 可 测 , 动 态 噪 
声 表 达 为 
E, = Fp, (4.1.4) 
应 该 强调 ， 我 们 不 要 求 EuF,F, < co， 甚至 于 不 要 求 
s, 的 数学 期 望 有 穷 , 而 只 要 求 w, WEROLI). 
假定 输入 u 对 于 多 。 可 测 , 这 样 可 以 把 线性 和 非 线 性 
的 反馈 控制 包括 在 我 们 考察 范围 之 内 ， 
记 
8T = [A ABe Ba] (4.1.5) 
Pa ™ [ys y ` “yap Ha + (4.1.6) 
pı ERRE 
那么 方程 (4.1.1) 可 以 改写 成 


y, = Tp, + sz, ' (41.7) 
T 
y pi e 
Y,a 一 | h "| : | H. = | : | (4.1.8) 
Yiri p: f FHIR 
从 式 C4.1.7) 知 
Yn = + H, (4.1.9) 


这 里 模型 集 M (0) 由 式 《4.1.1) 给 出 ,未 知 参 数 8 由 式 C4.1.5) 
定义 。 
“ 394。 


所 谓 系统 辨识 ,就 是 根据 输入 给 出 数据 p. A Yao Æ 
一 定 的 目标 函数 (准则 防 数 ) 下 ， 选 一 个 模型 使 得 它 最 好 地 拟 
合 输入 输出 数据 。 
最 直观 而 常用 的 目标 函数 是 
J(8)> _ (Y. 一 CY 一 m.9) 
EREHE 9,41， 作 为 8 的 估计 ,从 而 使 
CY pai Or) CY 一 可 Bo 
— minÇY on — F0) (CY 一) (4.1.10) 
即 选 d.n 使 得 
IOs) 一 minJ(0) 
设 


Ty >0B > pp >o (4.1.113 
i=0 


那么 很 容易 验算 
CY ari — FOT CY ,PO) — [0— (YI) 'pIY,. T 
x PI. — (PIPETY per] 
+ Yi. [I — F ,( ip.) PI ] 了 tn (4.1.12) 
ER (4.1.12) 中 依 种 于 日 的 只 有 第 一 项 ， 第 一 项 等 于 零 ， 式 
(4.1.12) 左边 达到 最 小 值 .因此 使 (4.1.127 式 达 到 最 小 的 4 
为 


On = (GIS. y) WY, C4.1.13) 
JBI (4.1.8) 代 人 可 得 
Paii 一 (> par) > qiya C4.1.14) 


I (4.1.13) 和 (4.1.14) 都 是 最 小 二 乘 辩 识 的 表达 式 。 
在 数理 统计 中 ,对 于 线性 模型 (4.1.9), 于 。 通 常 称 为 设计 
和 矩阵 .但 那里 的 多 ,是 确定 性 的 ,而 现在 是 随机 的 .所 以 数理 统 
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计 中 关于 最 小 二 薪 佑 计 的 已 有 结论 不 能 直接 用 到 这 里 。 
为 了 便于 计算 机 在 线 运 算 ， 式 【4.1.14) 还 可 以 写成 递 推 
形式 。 记 


7 划一】 一 1 
p. — [31 pr) , aa m G + piP) (41.15) 
. `i =0 


引 理 41.1 Pj 3398 E FIBBUA EY K; 
Bari M 89, + EaP pa Pal Ynti 一 pion) (4.1.16) 
Pari = P, 一 cePopopvP。 {4.1.17) 
证 明 我 们 先 证 一 个 一 般 的 矩阵 恒等式 : 
C—BT(A+ BC BT IB = [C> CBTAT'BC™]™ 
(4.1.18) 
由 于 
—( A+ BCiBID HA:— A :BC IBT(A-BC-'BT) 
= —(A + BC ''BT> ' + | A'A + BC BT)Y 
— A 'BCUBTICLA + BC 'BTY”: 
一 一 (4 十 有 CD 十 (十 有 CT 下 
所 以 
I= I— CBCA + BC BF CB + CU'BYA`'B 
— CBTARC OBTA + 如 人 -有 了) 再 
= (I+ C BTA IB)— (C: + C'BTA ABO :5BT 
x (A + BC 'BT1> B 
= (C™ + C'BTA BC DC | 
— (C +CUBT TAT BCOOBI( A+ BC 2BT5> B 
= (C+C BTATBC DIC — B'( A+ BC :BTY B] 
于 是 得 到 式 (+L) 
根据 P, 的 定义 


nm—1 


P,+ = [£ qipi 十 pps) = [Ppp] (4.1.19) 
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在 式 (4.1.18) 中 ,; 取 C = P., B = psP,， A= i, MBA 
[C™ + C'BTA: BC] 7 = [Pr + p,p] ' 


` = P, — Pp + iPP Pup pP, 
_ P, = FaPaC + PaP ppa) Pata 
= P. — a pP, Papi Pa 4.1.20) 


MÈ (4.1.19), (4.1.20) 便 可 得 到 式 《4.1.17)。 
从 式 (C491.14) 和 (4.1.17) PJA 


ari = P+ >; piyi 
læg 


= (P. — gaP.pp Pb,) (> Qiyi+t + payin) 


— 8, 一 a,P,p,059, + P,g,ysua 
一 a.P.p pP p yta 
m 8, 一 AnP pP pra + P,g,(1 一 a,piP.p,)ys+ 
— 6, — CaP Papan 
+ P,ə,L 1 — a,(1 十 qiP,p, — 1)]ysr 
一 6, 一 AnP Papada + aP Payt 
= 0, + aP, Pa F — pO) 
这 就 是 式 (4.1.16)。 j" 
我 们 把 满足 式 《41.15),(4.1.17) 的 递 推 估 计 称 为 递 推 最 
二 乖 辨 识 《 英 文 缩写 为 RLS)， 并 对 它们 髓 予 初 伟 ，。 为 
任意 给 定 的 确定 性 矩阵 ,而 
P, = (mp + 1q)! — (41.21) 


这 样 就 不 会 发 生 由 于 《4.1,11) AKO S PWs ERS | SGB Bz W. 
和 引 理 4.1.1 FARM, FB SERIE SE5K (4.1.18), 容易 验证 


P, - (F ew! + TG r)" (4.1.22) 
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a— i 
0, = P, 1 piyin + P,P;'0, (4.1.23) 


一身 
MNR (4.116, 《4.1.17}, fe 368. 
用 lba 和 lin 分别 表示 P. 的 最 大 和 最 小 特征 信 , 并 
ia 
ruGtrpz — 1 + Y lel C4.1.24) 


THH t 表示 不 依 球 于 oc 的 常数 。 
r, 单调 非 降 ,如 果 当 * 一 co, r, 有 有 限 极限 ,那么 非 降 


EES D po? 也 有 有 限 极限 。 由 式 《4.1.22) 看 出 , m -co 
i=0 


WF, P. 收效 到 常数 隆 P. DA (4.1.23) 知 , 当 n — oo 时 ,如 
R 4。 也 有 极限 ， 那 么 这 种 极限 值 中 有 一 项 为 P's, ER 
ETERRAK, 所 以 对 任意 选择 的 &， 式 【4.1.23) 就 不 可 
能 给 出 一 致 估计。 为 了 使 对 任意 的 初 值 名 ，6。 都 是 一 致 估 
计 , 必 须要 求 


r,— e, a.s. (4.125) 
W — Os 


而 *。 的 极限 有 限 是 一 种 不 足 道 的 情形 , 
下 面 用 数学 分析 中 的 一 个 定理 作为 引 理 ， 


引 理 412 设 a 20, 5 一 >) o beyo WBA 


1=0 


fi = co, J 9 <œ, 82> 0 (4.1.26) 
tel b; im bN 


设 4 RERS D? Afb 收藏 , 则 


1 a 
-一 A; —Ü 4.1.2 
k a= an 
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证 明 显然 ,对 于 固定 的 * 有 


gati 十 Fst L o... + at 
Bat bata batr 
bs: — Ë b 
p 2 — P r 1 — P=. —— (4.1.28) 
batr bste r =a 


所 以 对 每 一 个 *， 可 取 适 当 大 的 r， 使 上 述 和 大 于 二 ， 因此 


si — c 
mtb f 
# z2> 0, y> 0, 0<s1， 则 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
Br (x — y) £ z! — y (4.1.29) 
因此 对 0 < 8 < 1 (ik br = b), A 
=<、。 ¿< a 
tmj bt < > biba 


_ 5 h; — bii)? 
dm 5b?_,b2 


< 5: 好 一 好 


ĉ i=] b? 51 
-15 (2—1) 
ð 2: Bs ë; 


当然 对 a> 1, 更 有 总 S < oo 


1+2 
bit 


再 由 3| 理 2.8.2 (Kronecker 5]ER)3TI 


e 
, > 49 ' 


". 寺中 
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定理 4.1.1 设 式 (4.1.25) 成 立 ， 而 且 存 在 常数 如 > 0， 
se [0，1)，ce |o, +) 以 及 有 限 随 机 变量 7， 使 得 


tr Fl < kt, aS., WR (4.1.30) 
Ata Z TArt, a + - < 7 (4.1.31) 
那么 对 手 任 给 的 名 以 及 式 L21) HA Pa, GA (4.1.16), 


《4.1.17) 定 出 的 最 小 二 系 办 识 是 强 一 致 的 , 3F E ik Sk 138 8:20 


— gij 一 -# s L 
He, — Ol = 0Crs-t), ype (e+ z, | (4.1.32) 


最 小 二 彝 辨 识 是 强 一 致 的 , 这 是 指 由 式 (4.1.16) 和 
《4.1.17) 定 出 的 9。 有 


BO——0, a.s. 
E — cey 


其 中 o HARER. 
证 明 ”把 式 54.1.72 和 (4.1.47 代 人 人 式 !4.123) 得 


a-l 是 一 了 
8, 一 PD Ppt + P, D pwT FT, + P,P, 
=. i=] 


` nm- 1 
一 6 一 一 一 poO+P,S pw F+, + PPO, 
mp + lq i=ū 
(4.1.33) 
所 以 
rž lo, — ol < 一 一 一 一 rk: eo 
mp + ¿q 


+ r= 


#-1 zi 
P, > gula Fi, | + | rž p PrO 
CERE] : . 


C4.1.34) 
HA C4.1.30) 和 {4.1.31) 知 
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Pa rE Ns Tr — yasta CD 
" . . # — Do 


《4.1.357 
所 以 当 *-* co 时 , 式 (4.1.34) 的 右 端 的 第 一 、 三 两 项 趋 于 零 
a.S., 
设 a,b 为 两 个 向 量 。 和 矩阵 abz 的 范 数 是 ab Cab) 的 
最 大 特征 值 的 平方 根 ， 矩 阵 aT 的 唯一 非 负 特征 值 是 aa, 
所 以 
jaa") 一 Were 
lab? 一 We vata = lalh  <4-1.36) 
EH K FR 37 A i nM, hÑ 4.1.8), (4.1.36), 
(4.1.29) 可 得 
gjj B | = E lle; - ||] Fiel 


pa || Fit i 
ri 


|; z 


_ E |je;- tr F wiw] FT 
pitita . 


一 E | ECuPiww! PT F F.) | 


1445- łe 


— g piala F FF 


y 入 如 


中 式 (4.1.31) 有 
dea 


| < kE as 


< kE lol < k C4.1.37) 
由 式 (4.1.2) 知 
E(X Fa, 


-ii> 


.-..1 
Piwi FT +E ee |=.- .) 


全 7 和 


-5 E + -Esi Ewi Sr aF 
i=go pta 


- = Pini FI 
> rr 
所 以 
(S eu!, g) (4.1.38) 


i= r k=. 


EMEA mA., BA (4.1.32) 知 
as 一 “一 本 > 0 (4.1.39) 


F (4.1.37) 类 似 , 可 知 
s [z mi ET |: 


i 


l=- 


一 D deli i trF,F1 < ka > le 


由 推论 21.7 知 


SY pw FI < 00, a.s. 


Pn re 


于 是 从 式 Wk TA 


F +8—= 


注 普 到 式 (4.1.30) 便 知 式 (4.1.34) 右 端 的 第 二 项 


和 nl 
ri P. >, qila Fla | wwezaPRd 
rr. i=0 


> piw! F] = a.s. 
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w EF! ° a.s. 
Do indit meo ? 
i=. 


因此 俯 式 (4.1.34), (4.1.35) 可 知 式 《4.1.32) RM, EEA, 
iE. E" 

从 这 个 定理 的 证 明 可 以 爱 到 : kA E GARANE 
推论 2.7.7) 在 证 明 中 起 着 重要 的 作用 。 由 于 随机 系统 中 输出 
序列) 是 相依 的 ， 这 就 决定 了 攻 论 工具 在 系统 辨识 中 重要 地 
位 。 


一 此 一 
= Yr" i 


42 JLF ERRA EREE EM 
控制 中 的 应 用 


提要 本 节 介 绍 推论 2.8.1 在 请 机 梯度 自 于 应 
工法 分 析 中 的 应 用 。 


自 适 应 控制 是 一 个 很 大 的 领域 ， 下 面 的 例子 仅仅 是 讨论 
的 一 全 应 用 ,更 多 的 应 用 可 以 在 近代 文献 中 找到 9 ， 

这 里 所 讨论 的 离散 随机 系统 可 以 用 一 个 单 输 人 单 输出 的 
ARMAX 模型 来 描述 , 即 

A T bsa, H bi oaa + - "+ 

十 ext-m 十 Mt 十 cui 十 -十 eno, (4.2.1) 

其 中 {nj d) 和 {wa} 分 别 表 示 输 出 ,控制 和 噪声 干扰 ， 
设 dey 是 概率 空间 (Q, 7, P) 上 的 随机 序列 ， 设 x, 26 
初始 状态 向 最. F, = ola), 名, 一 om, wt, w), 显 
N tF C.S s S l. BE w BREEF, 
pp 


* BO = 


Else, F ah m 0, a.s., t 221 {4.2,2a) 
Elwiw |F a} — Q, a.s. 


z Z: 1 E trQ < co C4.2.2b) 
N 
lim sup 上 $ [w]? < co, a.s. (4.2.20) 
Na N Fl .. 


S ARRARIR, 本 节 讨 论 2 = 1 的 情形 。Goodwin 
Ramadge-Caines (1981) 的 自 适应 算法 为 


Gi tt 一- Paal y, 一 Pl], 8 > 0 (4.2.3a) 
?I : 


k-i 
r = 1 + > Toi C4.2.3b) 
i=D 
PIO — yl ' {4,2.3c) 
其 中 l 
Pii = (Ygs 17ra Faes HR * ty Miku —is 
— yt — yk) (4.2.4) 


从 式 《4.2.3c)》 中 可 以 解 咎 适应 控制 律 ， 由 于 式 (4.z) 中 
B, 随 外 界 环境 和 系统 本 身 变化 而 变化 ,因此 从 式 (4.2.3c》 中 
解 出 的 自 适 应 控制 律 具有 自 适 应 性 ， 

在 自 适 应 统制 中 柑 讨 论 揭 问题 是 : 在 什么 条 性 下 


(1) im 六 > B(OH HY FE (425) 

这 里 r 是 因果 反馈 可 能 达到 的 最 小 均 方 误差 
£2) imsup 和 > yGi)< o 《4.2.6a) 
limsup — ST G) < e° 《4.2.6b) 


1=] 


式 《4.2.6a) 和 《4.2.6b)》 分 别 表示 输 和 人 信号 与 输出 信号 的 功 
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REAR. 

该 问题 的 条 件 可 以 表 永 为 下 列 假 设 : 

假设 S: 

(1) 已 知 ; 

(2) m, n, 的 上 界 已 知 ; 

C3) CCD 和 BTD 所 有 零点 在 单位 加 内 , 

为 了 获得 式 (42.5) 和 (4.2.6) 的 结果 ， 我 们 先 证 有 明 如 下 
引 理 : 

引 理 42.1 如 果 假 设 3 成 立 , 且 


ce — £ PREX (427) 
HA 
N 
Em 的 + > Es; — J 0, as. (4.2.8) 
其 中 
g; = y; — Ppi Gia 
证 明 令 


YV, | Ol (4.2.9) 
其 中 j, — 8, 一 ,th 表示 系统 的 真 参 数 . 
电 算 法 《4.2.3a》 可 得 f 
V ,= (öt + zapia) (ör 十 Teraa) 
F~ Rl 
2aerpl 5 + Tiei pt 
_ į- 


28 oy 
= F + Fi CHET PEREA 一 w) 


2a ~ Ppi 
AF ar *-tPak-t 3 
rk: Bi-Pi + ri Sł 
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因为 ' 
(C4.2.10Y 


ei 一 (e, — t 2° + Zwe — w) + wi 


令 
by- = pt (4.2.11a) 
Zai = 6, — t, (4.2.11b) 
于 是 
Vi Vya — E bara — IE ba 
Fyi fai 
+ Fi gl ip I- (ski 十 Zwar T 01) 
(4.2.12) 
及 因为 


一 w, 


zg- m y, PE 
|+ — GnYi_n 十 b. it Bn 十- .. 


= Ty? 


十 bagom 十 Cga t 


= 


+ ciw phd 《4.2.131 
因此 r 关于 F pa TN. 
由 式 (4.2.12) $0 (4.2.13) 可 得 
ElV,| F gaY 
28 = 
V. 一 一 b, iz] + — pi pel 
二 一 1 F- 
+ ol Elie: | 2 
FI piP- Eiei) F a} 
=< } AL 吕 -1 有 1 十 man S-i 
-1 Tk- 
z (4.2.14) 


最 后 一 个 不 等 号 成 立 * 因 为 
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《1 FT <1; 
(2) Flwil WB 1) — Pe 


FER (4.2.14) 可 以 写成 
EVil p) 
SV — 28 |, — 3 t P ze gi 
fi- 2 
_ 2 a 
一 pa ri 十 z 和 和 {4 2.153 

令 

Åg- _ bi 一 对 te #4- {4.2 16) 


2 
这 里 n- ARE (1.2.16) HRA, m- 看 作 该 系统 的 输 
出 。 可 以 证 明 bau = C9 zga 其 中 i 
Cg 一 上 十 ct 十 … + e q 
4 是 后 移 算 子 ， q xx 一 Biie 


kya = CCa’) 一 4 + P gai 


_ [eee — Ete) = (4.2.17) 


HA (42.15) 和 (4.2.16) 得 
ECY lF ,,) < V,-: — 2 [| 
. Ti 


pāri P T 2 
Taa + Aa Piata C218) 


因为 Ca 一 二 是 严格 正 实 的 ,所 以 存在 ~ 个 小 正 数 p> 
3， 使 得 caT) te 正 实 , 青 由 式 《4.2.17) 得 


Jile 


+ 
2a l hazat K> 0 


it 
《 美 于 这 一 点 可 以 参见 文献 [13] 定理 2.2.35, I 
$ 
4 . 
9, 25 D) hii + K {4.2.19) 
it 
定义 一 个 非 负 随机 变量 序列 
S4 
_ 一 一 4.2.20 
V; + ri (€ X 
于 是 
如 
E(xi| F g- = E(V, F aD + TE 
24 pätka 
=< Vi — Fei i — wa 
= r S, 
+ 了 PiP + Tia 
Sg- pazia 
Z , 4.2.21 
+ a PiP- C ) 
式 《4.2.21) 可 写成 
ECx, | F I) 
ari = 
=< AL 2 + ra PEP- 4.2.22) 


F41 
得 到 了 式 (4.2.22; RIRA TRE EHA LELE M AiE 
理 一 一 推论 2.8.1, 为 此 我 们 要 检验 以 (4.2.22) 不 等 式 右 端 最 
E-HARS RRETA, 

事实 上 
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T 了 : 
N i-i N QI P.-A 


yx" < x 


ka "ia kar "k-ai 


- 5 1 1 ] =< 1 < 
k=1 LF- FR-l ri 
因此 
= PiP- 7 
D- = <+ (4.2.23) 
k=1 1 


由 式 〈4.2.23), 根据 推论 2.8.1, 可 以 得 到 如 下 结论 ; 
(1) ims, = x, a.s. H Ex =< co; 


= azi f 
DE — < +c, a.s. (4.2.24) 
km1 7 


由 式 (4.2.247 再 利用 Kronecker 引 理 ,可 得 


N 
im l E e = 0, as. . (4.2.25) 
Nee Fy k=1 


欲 获得 所 需要 的 结论 ， 还 要 引用 下 列 控 制 理 论 中 的 一 个 
结果 : f 

引 理 42.2 如 果 系统 人 ,2.1 和 和 (4222 服从 银 设 3 的 (3》， 
那么 

eK, 
> yas Ri 22" + Kas, a.s. (4.2.26) 

其 中 Ko K, HRR 

定理 421 如 果 候 设 5 中 的 (D, (2), (3) 成 立 ， 且 


Cl) 一 > FREER 


* $13: 


对 于 系统 (4.2.1) 和 (4.2.2) 施行 算法 (4.2.3), 那么 


此 
(1) im sup 2. > yi < +o, as; C+4.2.27) 
N=» N k= 
1 N. 
(2) imsup-— Sui < +o, a.s. (4.2.28) 
MN... kaoi . 


N 
G) Em = D El YNF al C4.2.29) 
>m bai 


其 中 r 表示 所 有 基 果 反馈 所 能 产生 的 最 小 均 方 误差 ， 

证 明 记 文献 [13] 定理 6.5.1。 信 得 注 意 的 是 : 在 这 个 定 
理 证 明 中 主要 利用 了 引 理 4.2.1 和 引 理 4.2.2。 由 此 可 见 ， 几 
平 上 鞠 收 化 定理 一 一 推论 2.8.1 在 此 证 明 中 起 着 重要 的 作用 . 


43 ”随机 最 优 控制 问题 
提要 本 季 考 虑 连续 时 间 随 机 线性 系统 的 晨 化 
控制 问题 。 通 过 这 一 节 ， 人 们 可 以 看 到 随 被 柚 分 方 
程 概念 和 伊 烹 权 分 公式 在 这 个 问题 上 的 应 用 . 


由 于 考 王 非 线 性 随机 系统 的 最 优 控 制 是 一 件 困 难 的 事 . 
为 了 说 明 随机 微分 方程 和 伊 若 微 分 公式 的 应 用 ， 我 们 考 错 用 


直列 线性 随机 微分 方程 描述 的 系统 : 
dre) = Axz(z)dz + Bulr)ar + dwit) (4.3.1) 
dyli) = Cz(e)dze + dele) (4.3.2) 


其 中 (O 是 * 维 状态 向 量 ，uCt》 是 了 维 控 制 向 量 ，y(1》 是 

r SESI] BR, (el, z€ TY 和 {eQ), z€ TY 是 独立 的 维 

W, Ewa) = Ee) = 0, H. Covy(ds(t)) = R.dk, 

Cov(de(2)) = Ridt. A, B, C, D, R, 和 R, 是 具有 相应 

RHEE, GAETE TEA BE PugpE 3k ak W 
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B : 
PEBRE 0) ESR, Erln)=r; Covela 
R。. 随 机 过 程 (wC), t€ T) 和 {ete T) TF x( 2, 
JE Ro R, 其 对 称 非 负 定 短 阵 ，RR， 是 对 称 正 定 和 矩阵 。 
控制 变量 的 选择 、 应 以 一 个 准则 函数 为 标准 。 这 里 准则 
函数 选 为 期 望 损失 
1= F f z"()0 (n) + j POLRES 


十 ur(agaw6o] a) on (4.3.3) 


其 中 O, M Q, ERIE, Q, ERKE EMR, 

容许 控制 策略 为 控制 信号 在 时 如 + 的 值 等 于 观测 到 + 时 
刻 为 止 的 整个 输出 信号 的 函数 。 | 

我 们 考 坷 两 种 情形 ， 即 完全 状态 信息 情形 和 不 完全 状 志 
信息 情形 。 完 全 状态 信息 意味 着 状态 向 量 能 够 没有 误差 地 测 
得 、 因 为 系统 是 由 随机 微分 方程 描述 的 ， 所 以 状态 向 量 是 乌 
RIRIS, 0) 的 未 来 状态 在 给 定 (9) 与 给 定 它 过 去 值 
xG), í <: 的 条 件 分 布 是 相同 的 .因此 在 完全 状态 信息 的 情 
形 下 ,容许 控制 策略 xD 是 * 和 =G) 的 函数 , 即 

WD = pCt, z(2)) -: 4 

EA523304518 BB IJ F, sC) 是 V, = Uh < 
s< z) 的 函数 ,随机 控制 问题 可 以 完整 地 陈述 如 下 : 

获 虑 由 蝴 宙 微分 方程 《4.3.1) 和 (4.3.2) 描述 的 系统 。 找 
出 容许 控制 策略 ,使 准则 函数 《4.3.3) 极 小 。 . 

为 了 解 这 个 问题 ， 我 们 将 先 证 明 几 个 有 关 的 引 理 ， 然后 导 
出 有 关 期 误 损 失 的 不 等 式 ， 

引 理 43.1 对 于 所 有 *，y， 函 数 IC, y, u) 关于 
有 了 唯一 的 极 小 值 , 令 wx,. y) 表示 使 ! 达到 极 小 值 的 * fE. 


a ġia 


于 是 
min Ells, Y, n) == Ei(z, y, (z, y>) 
= Emin Ix, y, 8#) (4.3.4) 
其 中 z, y 为 随机 变量 ,> 为 策略 变量 . 
证 明 对 所 有 的 容许 策略 ,我 们 有 


Cr, Y» u) = Kr, y; PET y») 
= min xr, Ys #) 


因此 
Ellr, y, u) 22 Ex, Y, wrCx, y)) 
= E min ix, y, u) 
将 左边 关于 所 有 侈 许 策略 取 极 小 值得 
min Ez, Yp #) 22 EKx, y, ux, 7)) 
_ F ihin Kx, y, x) (4.3.5) 


又 因为 sa, y) 为 一 容许 策略 ,我 们 有 
El(z, y, PCa, yY) Z min Elx, ysu) (4.3.6) 
由 式 (4.3.5) 和 《4.3.6) 可 知 , 式 (4.3.4) 成 立 ， 


引 理 43.2 假定 Riccati 方程 
一 全 = ATS + SA +Q, — SBOTBTS (4.3.7) 
的 初始 条 件 为 
S(n) = O, (4.3.8) 
A (4.3.7) 在 [sa A] 上 有 非 负 定 解 ， 设 * 是 随机 微分 方程 
(4.3.1) 的 解 ,那么 


EEQ orla) + [aT + UTOG ds 
— rC SC z(a) + F (u + gjBzsz)7g， 


. 216 ` 


X (w + 2587Sz)ar + 人 tr R.Sd: 
+ Kuu + | atsauce (4.3.9) 


证 明 BA (43.8), 我 们 有 
TCs Or ) — r SC eCe) 


m KTRS lR) + Ñ dxT8x) (4310 


-x 是 随机 微分 方程 (4.3.1) 的 解 ; 因 此 ,d(x75x) SE RJ gt 
上 束 微分 公式 来 计算 (参见 3.6 节 ): 
d(xT Sr) = (dxT)Sxz + zTSdxz + x" 全 £ dt 
+ (trSR,)dz (4.3.11) 
增 量 dr 的 协 方差 等 于 R de, WA (4.3.1) 可 得 
xT$dx — yTS( Ardi + Budt + dw) 
= [z=TSAx 4 z7SBs]de + t Sdw 
dxT Sx = [xT ATS + u? BTSz]d: + dol Sx 
由 式 《4.3.7) 得 
xz s rdi = [—sT AT Sx — xTSAx — zT Q, 
+ xS 5O7'B" Sr] di 
于 是 式 《4.3.11) TLSE 
dlr Sx) = [wT BT Sx + xT SB 一 zi 
+ x” SBO'BTSr]d + tr(RISYde 
+ diwT Sx + zTŠdio 
— [—uT On 一 *TOx + (u +Q 'B'Sr Y Olu 
+ QT'BTSz)1dr + te(R,S)dz ` 
本 + dapTSx + xzTSdu (4.3.12) 
土 面 壤 后 一 式 是 通过 加 一 个 减 一 个 量 wT0zw 得 到 的 。 重新 


*3917 ° 


RAA (43.12) 可 以 获得 式 (43.1), I! 
利用 引 理 4.3.2， 我 们 就 能 在 不 同情 形 下 对 系统 (43.1), 
按照 准则 函数 (4.3.3) 解 最 忱 控制 问题 . 
为 了 进行 对 比 ， 我 们 首先 状态 确定 性 的 情形 ， 此 时 <= 
0。 引 [ 理 43.2 给 出 了 下 列 不 等 式 : 


DO 十 [rayo + AOUR OIE 


= CSCC) + | [xz + OFBT Sr] TO Tw 
+ OBTSr]ar 2> TCDS C) C4.3.13) 
上 式 中 的 等 号 只 有 在 控制 策略 为 
um 一 DilBTSx 一 — Lx 《4.3.14?》 
时 下 得 到 ， 几 为 Q, 是 正定 的 ， 故 最 优 策 栈 是 唯一 的 。 由 引 
理 4.3.1, 期 望 损失 的 极 小 值 是 
minë! = Ex C JSC) R) 
一 E(xz() — mY SRY (r(z,) — m) 
+ Em SCi rhn) : 
十 ExT (SC — Em! $Ç, Jm 
= E(x, — m)! $( r, )( z, — m) + mT SC Ym 
w m Sam + SCAR (4.3.15) 
其 中 rla) 2203588123 38; l 
Ex(z,) = m; 
R, 一 ECG mN lnm y. 
对 式 (4.3.99 两 边 取 数 学 期 望 ,得 


E faran) t S LOR) + v7)0 ela 


ma FE ELOROL, + f [m + QF BTS] Ol 


* 34168 = 


re 


Tin i 


+ QiBTSx]ar + (Corpssyarl 
> m1S$S(r)m + SCR, + " (trR,S)dz C4.3.16) 


式 中 等 号 在 控制 策略 为 
u = —Q T B'Sr = — Lx (4.3.17) 


时 成 立 。 
在 完全 状态 信息 的 情形 下 , 式 (4.3.17) 是 允许 控制 策略 ， 
因此 ;最 优 控 制 由 式 (4.3.17) 给 出 ,而 损 具 了 项 数 的 最 小 值 是 


minEl — m! SC Jm + rS DR + | Ra (4.3.18) 
对 于 式 (43.9) 取 数 学 期 望 并 考察 其 极 小 值 ,有 
minë ! TOG [EOQ + wT 1as) 


= mS Ym + trR SCR) + {Cras)a 
f" 


+ minE ia + Lx) Q (x + Lads} (4.3.19) 


国 为 在 给 定 多 ,一 X53), s< S RETF xÇz) 是 正 
态 分 布 的 ,其 均值 为 &， 协 方差 为 中， 因此 有 


E |a + Lay Qu + Lx) | 
_ Pea + Li Olut Lr) F ,ds 
-E IKE + LAY Qulu + Ledi 
+ Peer, pyar} 《4.3.201 
由 于 疡 不 依 帧 于 m 有 
E UOL OR: KGE + sr Q): ] 
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> m" S(rn)m 十 trSCo)R + |” rR SYA 
ta 


+ [caro py (4.3.21) 
上 式 中 等 号 在 深 制 策略 为 
u = —L£ = —LELx(2)| F] (4.3.22) 


时 取得 。 因 而 最 优 控 制 策略 是 zCG) 条 件 期 望 的 线性 函数 .这 
里 的 工 与 式 《4.3.17) 中 的 工 一 致 。 

上 面 的 结果 可 以 归结 为 下 面 的 定理 : 

定理 43.1 考虑 由 随机 微分 方程 C4.3.1) 和 (4.3.2) 描 
述 的 系统 .假定 Riccati JE (4.3. fE r, < : < n, 有 解 , 那 
人 么 控制 律 


| y= —Lš = -LE H|] 
使 准则 函数 (4.3.3) 取 最 小 值 , 式 中 天 由 式 (4.3.14) 给 定 ， 期 
雍 恕 上 炎 的 最 小 值 为 


minE/ = m Sla m + tr(S( 2 )R,) + | CrS R, Ya 
o 


+ [CrsB@ilBrsPp)d (4.3.23) 
在 引 理 4.3.2 的 证 明 中 ,我 们 使 用 了 仇 划 微分 公式 ， 而 这 
里 所 考 典 的 系统 是 由 随机 微分 方程 描述 的 。 


44， 连 续 线性 系统 的 最 优 
估计 一 -卡尔 曼 - 布 西 滤波 


提要 未 节 讨 论 连 续 时 间 系 统 状 态 G) 的 最 
知 估 计 问 题 ， 我 们 分 三 个 子 问题 来 打 述 (1)》 问题 
的 归结 ; (2) 证 明 使 舍 计 最 使 的 充分 必要 条 件 是 条 
HERRERA- E k 23; 《3) RK Wk 8 ki, 
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在 第 立 章 的 偏 3 中 ， 找 们 提 到 过 滤波 的 问题 ， 妈 设 系统 
的 方程 为 


LO + RO + -L 00W) ~ P(O, QC) — Qo 


o=]? 《3.0.27 
ZE = QÇ) + elt) 
其 中 em EEM, 
和 如何 用量 济 到 的 CD, 0 =< = ¿;, 估计 有 (和 O, 
这 就 是 滤波 问题 ， 


一 般 吉 ,我们 设 系 统 的 模型 为 
# = Flere) 十 个 全 人 《4.4.1 
z = HE + wht) (4.4.2) 


其 中 sh, rnia, w PEE, r f 为 于 维 
HE, Fa), GO), Ha) 分 别 为 连续 的 n X n, n X p, m X 
n AE BE(BH3EBESJ C 38 85 E: z 的 连续 函数 )，# 表示 时 间 变 量 ， 
随机 过 程 (wG), i>r} 和 ie r> al EESE 
高 斯 启 哄 南 , 其 协 方 差 矩阵 分 别 为 
El ww C) = Q(08G — #) 


和 
E[e(2)of C] = REC 一 站 (tr ZZ za) 

其 中 瑟 表 示 数 学 期 望 ， 8 ZK Dirac- PB R. Px p HE 
QG) ATE >n JER HIGER. m x mi ROG) 
对 任意 r>, 为 连续 日 正定 . 

上 上 述 两 个 随机 过 程 wl 和 vt》 假定 彼此 独立， 于 是 
对 任意 bs >i A EWG G) 一 0。 其 实说 可 以 不 受 这 
一 假设 的 限制 ,如 果 两 个 随机 过 程 相关 上 时， 也 可 以 推 怪 出来 . 
但 有 有 了 这 个 假设 可 以 简化 许多 运算 

初始 状态 xü) 是 # 维 零 雹 值 高 斯 随机 向 量 , 它 与 fee), 
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t> 和 (s(0, t In) 独立 ,日 具有 ww# xah 
E(z(a)z"(8)) 一 PG) (4.4.3) 
基于 测量 zC), G < s< r) 对 状态 rG), Gi Z= m) Pi 
作 的 悄 计 记 作 #Cn 1). 
WE a>r BAGIO 为 预测 估计 ; WR ns, S 
G|) 为 滤波 估计 ;如 果 三 1， 则 称 al 为 平滑 合计. 
z(t) 的 估计 误 竹 为 
Fale) = x(r2 — Cele) 
A RRE RE HAE RSA RE , 即 
JLD] 一 ELT G, Arl] (4.4.4) 
我 们 规定 使 JIGO 最 小 的 估计 Fap, WiFI 
As 


$n |1) = | AG, el) ds (4.4.5) 


其 中 AG, G 是 关于 r, £ 均 连 续 可 微 的 # x mie. 

式 54.4.5) 的 假定 是 受到 离散 时 间 最 优 合计 的 由 发 作出 的 
见 文 献 [28]). 

最 优 估 计 词 题 可 氢 述 为 给 定量 测 1zG), =<; =< t 1 
后 ， 求 具有 式 〔4.4.5) 形式 的 状态 G), n 之 wm 的 一 个 估计 
Aal ER (44-4) 给 出 的 均 方 误差 最 小 

A (4.4.5) 中 的 AG, +) RARER. TA, 这 里 的 
问题 是 求 AG. s n =<: = s, 

下 面 的 定理 以 维 纳 - 霍 夫 和 护 阵 积分 方程 的 形式 给 出 了 最 
忱 估计 的 必要 与 充分 条 件 。 因此 最 优 售 计 问 题 实际 上 是 解 特 
定 的 积分 方程 的 问题 ， 

定理 4.4.1 使 el) 为 最 优 估计 的 充分 必要 条 件 是 系 
AIHE AG, í) 应 满足 如 下 的 维 纳 - 志 去 方程 , 即 对 所 有 的 
r, =<, 有 
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BlxCryst(o)] 一 | Alas Elala Ca) lde = 0 


(4.4.6) 
O EP 由 估计 误差 定义 及 式 《4.4.5)， 我 们 有 
Fah) = xG) 一 t(l 


=G) | A es) 


其 中 dto) 是 任意 系统 矩阵 , 误差 aJo 的 协 方差 矩阵 
为 . 
EIZ] nje) 


= E lfd — | G, z@y] [at 
— | a*G.2)aGoy4e] } 

~ RIG) G) — | A) BLO a 
一 j. E [xlr )z" (G) AT Ch, oa) do 


+ f f Aio DELCO Co) ] A* Go) dsda 


{4.4,7) 
而 均 方 误 莽 是 协 方差 矩阵 之 迹 .因为 式 《4.4.7) 洗 边 第 三 项 是 
第 二 项 的 转 置 ,所 以 两 项 和 的 迹 就 是 第 三 项 之 两 倍 。 因 此 ,可 
以 招 均 方 误 着 表示 为 
JEZA [ey] = {E rG TG] 


一 :3 ELEC YET (a)! G, gydo 


+ 人 A" (i eds |. E[=z(r)yz=!(o)] 


X ArCn, eda C4.4.8) 
方程 (4.4.8) 表 上 明了 均 方 误差 是 A4*(:，s) 的 函数 。 
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现在 假设 存在 一 个 系统 知 阵 AG s), EB ñb 指标 

C4.4.8) 最 小 ,另外 构造 一 个 系统 答 阵 A* Gs) 
站 吓人 十 s) . (4.4.92 

其 中 A.G 9 是 任意 的 系统 矩阵 ，s 为 一 个 标量 参数 ， 
sA Cto +) 称 为 AG s) 的 变 分 。 

如 果 把 式 《4.4.9) 代 人 式 〈4.4.8)， 则 对 于 某 因 定 的 A. 
Gs, D REL JEGID] RET e 的 函数 。 因此 ， 如 果 
AG s) 是 使 姓 能 指标 为 最 小 的 系统 矩阵 ,那么 只 有 当 €= 
0 时 ,性 能 指标 才能 最 小 ， 也 就 是 说 ， 性 能 指标 关于 。 的 信 
导数 , 当 e 一 0 时 必然 为 零 ， 这 就 得 到 了 AG, s) 的 必要 条 
人 忻 。 推 导出 这 入 必要 条 件 后 ,还 可 证 明 它 是 充分 的 。 

把 式 (4.4.9) 代 人 人 式 (4.4.8) 得 

J[z(s|:2] _ tr{E[xCn) xT Ca)] 


— 2 I EU z(z.)z7(oy] (AG, g) 

+ 6 A.C.) 17 de + f [AG s) 

+ sA,Go 9), |' Elz iry] 

I x [Ahs a) + EA: Chs c)]do) (4.4.10) 

# 一 tr I EOGI s)! do 
+ | LAC) + sd 91d 


x Í EEg(s aT(o)] ATCn, ajda 


+ | 4nds) EGGJ) LAG22 
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十 84.a) ] da} 


因为 上 式 右 边 最 后 一 项 是 第 二 项 的 转 置 ， 故 这 两 项 和 的 迹 是 
最 后 一 项 迹 的 两 们 ,所 以 


= =m 2tr ffi 14o s) + eA:Chs lds 


x Í Eier" a) JA G, ov) da 
一 | EtxC)z7(0)] An, cd 
l 一 0, 可 得 
ĝe 
tr 作 ACh sds f ECD (oA Chs ajda 


— ECG) A oda} — 0 

Bg . 
te [f [EGGE 0) — Fa (ss) JE Tals)” Co) Jas} 

x Allh, oo| = Ü (4.4.11) 


由 于 式 (4.4.11) 对 任意 系数 矩阵 A.G 9 WR T, A 
AG. 2) 必须 满 是 维 纳 - 堆 去 方程 , 即 


E[lxz(Gi)z!(e)] 一 AG OE[z(;)z71(z)]de = 0 


(4.4.6) 
Ap = 2 = t: 
往 证 。 充 分 性 :把 式 〔《4.4.10) 展开 ,得 
J[z(z,|:)] 


— tr SELDA (1 — z Elz(a)z7(e)]4t G, odo 
— ze | BE[x(rDsrfc)j4TCnsecyda 
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+ [ AG); [ Elala la) ATC, od 


+e [ A.G. rds | Elele lr) lA Cn. edz 
+e | A(t, sds f Eles CDO ]A h, oda 


+ 6 r Alta r) de |. Elze la) AGs ryda } 
(4.4.12) 

把 上 式 右 端的 第 一 、 二 ,四 项 与 式 C4.4.8)》 对 熙 ,发 现 : 这 三 项 
等 于 系统 和 矩阵 为 AG D 时 的 均 方 误差 即 最 小 性 能 指标 ， 
我 们 用 PGI 表示 这 些 项 。 

义 因 为 式 (4.4.12) 第 五 项 是 第 六 项 的 转 置 ， 故 两 者 和 的 
迹 等 于 第 六 项 迹 的 黄 倍 。 这 祥 式 (4.4.12) 可 简化 为 

Hzn le) ] = PLG NY 1 


一 sea || {E tæa] 
一 [AoE ods} Ainsa) da] 


+ gtr i 1 A.G. DELEGE (a) Al, adz 对 


(4.4.13) 

由 式 C4.4.22 知 
Elx(r)s' Co)1 
= H(z)E[x(s)z!1 (z) IH Co) + HGYE[x(C)vT (Cg)] 
+ Elre (Co) HTCe) + ROC — c> 

上 式 右边 头 三 项 是 非 负 定 的 ， 最 后 一 项 RGG 一 上) 是正 
定 的 [因为 RG) 正定 ]。 由 此 可 见 式 54.413) 右边 最 后 一 项 
EER, XAH Ans) WEA 46h A (44 t15) 右边 第 
二 项 等 于 堆 , 因此 


= 826 * 


J(izG(a |:)1 > 六 [区 |] 
这 就 是 说 ,如 果 维 纳 - 翟 夫 方程 成 立 , 则 AG, s) 使 性 能 指标 
达到 最 小 。 | 
因为 
Gl = x — | Lo deb 
维 纳 - 堆 夫 方 程 可 以 写成 
E ES — | AG, Dalda |=”) = ü 


即 
ELR Da Ce] = 0 (EEG) (44.14) 
A (44.14) 是 维 纳 - 重 夫 方 程 的 另 一 种 形式 ， 
推论 4 4.1 瑟 [ 和 | 让 有 TS 16) 一 站 (4.4.15) 
证 明 
Eral De CLA] 


= E [EGD (a, Dds]? 


_ | ELEGIDA? Cn, Vas 


HA (4414) 可 得 式 (4415). | | 
814410 1 tald 和 #4Cn1ry WE GD 的 最 优 估 
计 , 那 么 
ECnlt) — sar ]:)][$G tr) 一 felni} = Ü 
(4.4.16) 
证 明 令 


XH | = ake) — 4Cr le) 
Xn lt) = zG,) 一 $4, |z) 
出 推论 4.4.1 知 
ETOLA 一 0 (4.4.17) 
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E[rC | Rai) = 0 (4.4.18) 
A (4.4.17) 减 去 式 (4.4.18) 得 
E{FCG | DLAC] — # £C] = 0 (C4.4.19) 
同 理 可 得 f 
E(Z,Crnlr)[e(n]s) 一 sh} 0 C4.4.20) 
由 式 《4.4.20) 减 去 式 (4.4.19) 得 


E{ iln O — aD Acal — tJ] T= 0 
因为 
FeCl) — FID — 2G |) — tal) 
Aja 5] RE. š 
上 面 推导 了 维 纳 -起 夫 方程 和 有 有 关 的 命题 , 有 了 这 些 准备 
我 们 可 以 来 推导 最 优 洪波 了 ， 


KERE {wt t > n} A {v(t 之 ww} 相关 ,和 且 
Eleke Cry] — $CG0O8G — s) G, r2Z n) 
其 中 SCO 是 连续 的 Px m EBE, 
利用 维 纳 - 堆 夫 方程 解决 SG) 一 4 时 的 最 优 汗 波 首 先是 
由 卡尔 曼 - 布 沿 完 成 的 ， 
下 面 推 导出 来 的 最 优 洪 站 算法 通常 称 为 卡尔 党 - 布 西 泪 
我 们 首先 分 析 h&a ar hi, n m= e HAREA: 


 E[z(2)z” C0)] 一 f AG, SJEL zę)" (o) ds 一 0 


g€ [1 t) (4.4.21) 


对 于 一 上 上 的 情形 我 们 以 后 单独 去 分 析 ， 这 样 做 的 理由 将 随 
着 一 步 步 的 分 析 会 十 分 清楚 的 。 
EA (4.4.21) 对 + 求 偏 导 , 得 


A E[=z(:)z!(g)1 
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— ELKO Co) =E {LFA Gw a} 

= F(GE s OT Ca) + GUDE wlat Ca)] (4.4.22) 

以 及 : 
ə f Al, JE Cale)? (ay); 
Dr f 


— f S s) E[z(;)zt!(c)Y]dz 


-- AG DE TSEC CY], tg <: (4.4.23) 
A (44.23) 是 根据 侣 参 量 积分 求 导 公式 获得 的 ， 关于 这 一 内 
容许 多 数学 分 析 书 中 均 有 叙述， 
现在 分 析 式 《4.4.22) 的 最 后 一 项 ,由 式 (4.4. 2), 有 
xT (o) = zT (o )H7(o) + oCo) (4.4.24) 
于 是 可 得 
EL wlr Cry] = Elw x To) Ho) + Eele] 
AX ecs E Elwa) = 0, H 
Ewles (a)] => Elwe (HT Ca) (4.4.25) 
男 外 ,方程 (4.4.1) 的 解 为 
azla) = pCa, rlnd) + N Pla, SIGCNw(s)ds ` `, 
C4.4.26) 
其 中 ole, s) 是 系统 状态 转移 算 隆 ， 利 用 这 个 结果 有 
Efel (oO)] — ELDA OTCE n) 
+ |: ELw( DwT CG Ce, Yds 
sC) MUF iw, 六 站， 上 式 右边 第 一 项 等 于 零 .第 二 
项 中 Ewles] = OWE — s), t > a 在 积分 区 间 外 ， 
这 一 项 也 为 零 。 因 此 . 
El wl OT lr] = 0, # << z < z (C4.4.27) 
把 上 述 结 果 代 人 人 式 (425), 于 是 有 


° 35p9 < 


Elwe ia] = 0, as < t 
EU (4.4.22) 厂 边 最 后 一 项 为 零 即 


= Ellora] 


= FODEL Ce], agr (4.4.28) 
现在 分 析 式 (4.4.23) 省 边 第 二 项 ,利用 式 (4.4.2) 可 知 
E[z(Oz!(ə)] = ELH + ohe Cay} 
= HODEI) + Elve wT Co) 


(4.4.29) 
BA (44.24), 得 
Elele Te)] = Elo (oa) HT Cr) + Elele (a)! 
(4.4.30) 


因为 c < r, 所 以 E[eC2Oef(e5) = 9, 
进一步 利用 式 (4.4.26), 还 有 
Elola Tlo)} = ELODA (a) IPT (z, t) 


十 f Elele jw AIG GIOT Ce, ds 


因为 xG 独立 于 WO r 2 s), KERALA- ME. 
显然 
Ele(eye (a)] = STCO 一 s) 
BA: 和 位 于 积分 区 间 外 ,第 二 芒 也 为 零 。 因 此 
Ella] = 0, ot 
结果 方程 (4.4.30) Æ Eloa a] = 0, n =c < z. 这 
意味 着 式 (4.4.295 T 
El[zGOz1CG)] = HOE rG a)l, so < t 
C4.4.31) 
子 是 ,方程 《4.4.237 可 写成 


ə f AG, D E[z( eT (Co) ]ds 
Ar ln 
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2At, s) El[<zC(s)zT(s]ds 


+ AU, DHOORE eOe r), g < (4.432) 
合并 方程 (4.4.28) 和 (4.4.32), 就 得 到 A 《4.4.21) 关于 
z 的 篇 导数 : 


FEIGT] 一 [ 249 El[z(z7(o)lds 
一 AG, OHC)D)E[zx(O z! e) — 0, nta <t 
再 招式 (4.4.21) RA EARI 
CFC) 一 Al, DH(z)] f At, DE zC" (z) ]de 
— [ BAG, +) Ella la) ld = 0 (44.33) 
WEDE (4.433 成 立 , 充分 条 件 是 AG, s) 满足 如 下 
仿 微 分 方程 
FQ) AG. ss) 一 Pat — Alt, DOHCODO AGO, c) = 0 
f = z = t (4.4.34) 
还 可 以 证 明 ， 方程 (4.4.34) 是 方程 C4.4.33) 成 立 的 必要 
条 件 。 
事实 上 , 设 
BG:, s) = FAC, s) 一 24G, o) 
i 
一 AG. DH(0O AG, +) 
则 
f BG, HELZ Je" Ca) ]da = 0 
# AG. O) 满足 维 纳 - 堆 夫 方程 , 则 AG, 十 BO, 也 满 
足 维 纳 - 改 夫 方 程 。 记 就 是 说 
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0411) 一 AG, Yale)ds 


t, G 一 | LAG, ) + BG, Jee) ds 


=D + I BG, asf 机 


都 是 rC) 的 最 优 估计 。 由 引 理 4.4.1 可 知 * 这 两 个 估计 差 信 
iE 

E{L8 Ge) 一 AG e)l [人 Ci — eje) = 0 
由 此 可 得 


I f BOSs) EC eT CG BT ) ds ds, 一 0 (4.4.35) 


EL zla) G) ] = HEDE [akade (Cs) ] HT Csa) 
+ HODELxC)v C) 
+ Elva Dz! (s, HT GG,) 
+ RCs DEC, — #2) 《4.4.367 
BFR (4.4.36) 右 端 头 三 项 非 负 定 ， 第 四 项 正定 [Ran) E 
定 ]， 因 此 方程 (4.4.35) 成 立 的 必要 条 件 为 BG, ;)=0, x< 
# = z, 
现在 考察 = r HOEDE (44.5), 首先 对 它 求 + 的 
HFR f 


Gl = | 960.2 Qy + AG, Da) 
出 方程 《4.4.34) 有 
BAUD — FODAG, 9 — AG, DEKDAC D) 
于 是 
kG | = [Ere 4 s) — AG, HUJA, s) rl) ds 
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+ AG, elt) 


m= 人， i) EQ 一 He) | (2 


+ FO) | 46, eC)ds 
= F(O2(: 11) + AG, [zt — H(e)$G 61 
è= FO + KOl 一 Ht r 2 ta (4.4.37) 
其 中 #— tlle), iR 
Ajn) = ("AGa s)z(e)ds = 0 
KCO 称 为 增益 第 阵 . . 
导出 了 式 《4.4.37) 的 滤波 方程 后 ，、 我 们 继续 推导 x 
增益 矩阵 KO AREA: 
现在 分 析 ç 一 上 时 的 维 纳 - 惟 夫 方程 : 
E[xtArT 0)] 一 f AG DELG) lds = 0 (4.4.38) 
注意 到 
E[N O] 一 E[r HE + ele) T} 
= E[x(z)zT(e)]H1I Ce) + Ejeet] 
(4.4.39) 
E) — @G, Aa) + | PYG) Ww) 


[由 方程 《4.4.26) 得 ] 
FE126 Pa #ll rlt) 独立 于 {vie), z = tr, TE: 


ELCT] 一 [ oG, GG) Eee Ods (4.4.40) 


然而 Blwlr)e C] — Se — r), 所 以 
Elre iO] 一 GG) SCO (4.4.41) 
因为 
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pu, O =I 
这 样 ,方程 式 (4.4.39) 变 成 
EL xla Ce] = Elx O EOG CE) (C4.4.42) 
另外 
E[z(s)z!(2)] 一 BE{E) -F eeN} 
= Ef zl THTOD + E[z(s)e7(e)] 
= Ellr" HT O + E{LHC el) 


+ els) je” Ce)} 
= Efel OHT + H(:E[x(+s)e7(z)] 
+ RDE — s) (4.4.43) 


把 式 (4.4.42) A (4.4.435 代入 式 (4.4.38), 可 得 
ELDA TOHTO + GG) SG) 


= AG, DBtzCOzrCDJHrCOa 
一 f AG, HO ELIz()oT(O hds 


一 f Alt, DREDGE — yd; = 0 (4.4.44) 
由 式 (4.4.26) 和 (4.4.41) 可 知 | 
0, t > ç 
Elz(s)eT(e)1 = es ， 
可 见 ， 方 程 《44.447 第 四 项 被 积 庄 数 在 区 间 Cas t] 上 几乎 
处 处 为 零 , 故 其 积分 为 办。 因为 

f AG, ORCOS — ds = AG, ORE) 
° = KOR) 
方程 (4.4.44) 又 可 表示 成 
KO ROD = EEx CHT) 


— f AG DELELOTT OLHE 
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+ GDS G) 


-E {| z(e) 一 f AG, oz(9d] er HT) 
+ GU) $G) 
— EGINO G + GOO SO) 
因为 zÇ = ZG: |:) + tG, BHEIR 4.4.1 nj 41 
ELGO GD] = 0 


所 以 
ETGT] 一 EíxC:1:)UZ(21:) + C0117 
一 ElzG |s)27(z|:)] 
&PG|:) 
其 中 PEIO 为 泡 波 误差 协 方 着 短 阵 。 由 此 可 得 
K(ORG2) = PUID CE + GO) SC) 
因为 R) > 0, 所 以 有 
KG) = [PUDE G) + GOD SCID)IR KD t> h 
| (4.4.45) 
REAR H TÄHE KO 的 表达 式 ， 但 及 引出 了 
让 被 误差 协 方差 矩阵 。 
直面 再 推导 庆 波 误差 协 方差 矩阵 所 满足 的 方程 ; 


滤 被 误差 及 其 相应 的 时 间 变 化 率 分 别 为 
(z]y = xÇ GIO (4.4.46) 
和 
tale = A — Cete) (4.4.47) 


把 式 (4.4.1), (4.4.2) 及 【4.4.37) RAI (4.4.47), 可 得 
JO FHG wa F(224— KO) sC — HOC)E] 
=[F(¿) — KOOHOOYN + Gwl — Kael 
r= n (4.4.48) 
HR (4.4.46) 可 知 
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EMEN) = el 一 (|) = xlt) 
因此 , Folo ESSE s tE RELA E: D 35 EF20 
P (alt 一 E ECR Gita] 
= El rl) C0) 1 
. = Pita) 
因为 fel, r> n) 和 {v(t)，! 之 ww} ERRA Er e 
声 ,方程 《4.4.48) 所 定义 的 随机 过 程 是 志 均 秆 高 斯 -马尔 可 夫 
过 程 .这 样 , 误差 过 程 FOG > xy 完全 由 协 方差 阵 所 下 
征 。 
令 Eu, O 表示 系统 (4.4.48) 的 状态 转移 算 性 ,再 令 
CGO = F) — KOH) 
并 把 式 (4.4.48) 的 解 写 成 
KG, r) = WE Rt) 
+ [| zG, O [GG)wC) — KOW) de 
于 是 有 
Pl]i) = ELC (1) CEN)] 
ka EC DELEC ET Co | my IC, te) 
+ E Í| G, D tGG)eG) — KOWO) lds 


x f Lor(o)GrCo) — e (oK (0) IPTC, a)do} 
{4.4.49} 
其 中 区 和 1 一 z(a) 独立 于 过 程 (wl), 12 n) 和 leCGe), 
thath AA Feah 和 lec, | 及 IeÇ, (2 ni 
的 交 允 项 寡 为 零 。 因 为 
ELEC lt TT Cl = PG) 
Eww (Cs)) — Qa — #) 
EL G] = ROHS — e) 
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以 及 
El wlio Ts)] = S(z)6(: 一 s) 
sÉ (4.4.493 可 这 写成 
POD = Gr, POET Ct, ta) 
+ | G, 9 1GGQ0D6rG) 
+ KOROKE — GCOS (OKT (s) 
— KG3)ST( DGT(;)]g Ct sds 1 
7 (4.4.50) 
ATETA PS18326 i BEEJu RJ 4450 求 滤波 
REALE, HRN a ka E 
KCO = [PIOHTOY) + GO SC(OJR A 
R A CSD 就 成 为 了 关于 PG |) HRANE, HA 
《4.4.50) 求 PUI) 是 很 畏难 的 
ATR Pal), RIER (44.50) 两 边 对 1 求 导 , 可 
_ 得 到 下 面 的 微分 方程 : 
ë 一 tr, tb) Pr (z, b) + gC, w PtT, ta) 
+ Wty [GG00GT1(O + K(ORC)KT()D 
一 GDS (OKTO — KG)STG¿)GI(e)]qr 7 (r, z) 
+ | G, D [GC GT + KOROK C) 
一 GC) SOI KT (s) — KONYSTOIGTsY ly (z, s) ds 
+ [ pls r) [GOI OGGTG) + KOROK (s) 
— GC) SCOKTO) — KG) STOYGT CY JET G, sr) ds 
(4.4.51) 
Krh, FG, 9= CG) FG, r) G c) B. Pe, 9) = 1 
G = na) BA (4.4.50) 有 
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f gs ) [GOIOCGIGT) + KYRK (a) 


— GO)S CYK” (s) 
一 K(s)$T(z)GT(+)19T(:, Ods 
= Pi) 一 Fii, 3 P (r J WT(r, ta) 
招 上 述 结果 代 人 式 《4.4.51)， 于 是 得 
È = CFG, WP) YC m) 
+ (2, OP OV, aDC 
+ [GG Ce) 
十 KOROK) 一 G) S GK) 
一 KDS (AGD, + CDEP (rl) 
一 FCE, aP CET C,  )1 + [F G| ) 
— Gr, oP (aD8ET(r, a)1C7(0 
= CHP UIO + PIDE + KORCOKTE) 
一 GG) SGOKYGO — KG) ST GTC) 
+ GACT rZ n 
再 由 Clio = F 一 KOH, 得 ' 
Ë = [F KOOHOOIP + PL FÚ) — KOHO 
+ KG)RCGOKTCGO — GUSKE) 
一 天 (D3TDGTCD + GOOG G S t) 
(4.4.52) 
其 中 P — PG], 
方程 (4.4.52) 满足 初始 条 件 P (r u) = PGO 的 解 就 是 
REHE C4.4.37) REREN RE, 
AREARE KO), 方程 (4.4.52) 可 以 进 一 
PRE MERA (4.4.52) 各 项 重新 排列 写成 
È = FOP — KOHOYP 十 下 天 If 一 PH (OKO 
+ KOROK 一 GCOS KICO 
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一 天 DSSTCDOGTD + GHAIG G) 
= PO)P + PEG) — K(O[ P HCO + G(e) SO) 
— [PHT + GOYSOY KTO) + KO) ROYKTCE) 
+ G(e)QC(0OGT (e) 
再 拒 KO = [PH G) + GG) SCO ]RU1CUD) RALA RHE 
È = FOP + PETO)— [PH + GS IR ![ P Hr 
+ GS + GOONG Ce) 
P 是 未 知 项 ,上 述 方程 更 为 方便 的 形式 为 
PÉ = [FO — GOOSCOR OHP + PLF 
— GO SNR GHA] 一 PH (ORODHA F 
+ GLO 一 SOORT GYS EG E) (4.4.53) 
Hp a APO P(s]s) = Pln), rZ n, 
上 面 所 有 的 推导 可 以 归结 为 下 面 的 定理 。 
定理 442 设 系统 可 以 用 式 (4.4.1) 和 《4.4.2》 描述 ， 
Elw G = $(08G — 2, 连 统 时 则 系统 的 最 优 洪流 吕 
由 如 下 方程 表示 ; 
. $ æ Fhe) + KDLC) — H(:)21, r 2 s (4.4.37) 
其 中 tsil, WERD tolr) = 0, # x m 28 WE Gs 
增益 矩阵 为 
Kr) = [P UIDH + GOO SOIR XO, tn 
(4.4.45) 
其 中 POGO 为 滤波 误差 GIO 一 zG2 — tl BJ n x n 
协 方差 矩阵 。 
误差 过 程 (rGl10, r ww} 是 零 均 值 高 斯 -号 尔 可 夫 过 
程 ,其 苏 方差 矩阵 是 下 列 微 分 方程 之 解 ; 
Ë = [FO — GG)SGOR HO) IP 
+ P[ FG) — GCS OO ROH 
一 PHAR TONDP + CGG) 


* 


一 SGOR OSTIGA (4.4.53) 


其 中 P 一 P(z| 的 初始 条 件 为 
下 (lt 一 PN) 一 ELGE G) 
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附 X 
A. 无 穷 维 测度 空间 


A1 可 列 个 测度 空间 的 冬 积 


在 34.1 节 中 ,我 们 提 到 了 无 穷 维 蒋 积 空间 上 的 测度 .在 这 
里 我 们 把 有 限 个 测度 空间 乘积 的 理论 (1 10 节 》 推广 到 可 列 
个 怨 积 的 情形 , 

Ër (Qi 多 pe) yi 一 1,2,"… 为 概率 空间 序列 ，E 表 
示 柱 体 , 即 | 

E — A. x ( x o.) (A.1.1) 


¿=ú4+I 


其 中 为 自然 数 ， mi A, € XF, 


im} 


设 € 是 全 体 柱 储 组 成 的 集 族 , 容 易 验证 Z E X0 h 


的 代数 。 = Ce) 是 包含 £ 的 最 小 5 代数， 罗 (e) 可 记 
fr 


F (#)= x =m ` (A.1.235 


im] 


在 # 上 定义 一 个 尝 国 数 : 
uE) =u, X +. X a) (A.D (A.1.3) 
这 里 《pe X or X m.) CA) 表示 A, WA BE 55 834908, 
我 们 可 以 证 明 { 见 文献 [2]，p.234): . 
BIRALI 由 式 (A.1.3) 确定 的 集 函 数 sC) 为 £ 
L ayka al ar. 
定理 A.1.1 iz (C0,, F i ih i=l, 2,，… 为 概率 空 
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间 序 列 , 在 代数 X 多 ,上 存在 唯一 的 概率 测度 a, E 


i=] 


X 09, 中 的 每 一 个 柱 体 ~ A, x ( X a) # 


i=j jixati 


CE) = (a, X> X z.) CA) 


其 中 A. € X S ,  n=l,2.---, 


im] 


测度 e 称 为 测度 ai HERNE, JHT X m, FE 
调度 空间 
x m) 


( Xo，， x=, 


tm] 


( x o, XF, n) 


i= "=+ 


称 为 测度 空间 《9;， Fi mh icl, 2，…… 的 乘积 空间 ， 

证 明 因为 aÇ.) 是 代数 Z 上 的 全 有 限 测度 ， 根 据 定 
PB 1.9.2, 它 可 以 扩张 到 包含 的 0 代数 上 的 测度 , I 

在 定理 ALL 中 ,测度 空间 族 的 指标 集 为 全 体 正 整 数 . w 
指标 集 为 任意 可 列 集 了 了。 时， 只 要 在 T, 与 全 体 正 整 数 之 间 
建立 任意 的 一 一 对 应 关系 ,定理 A.1.1 便 可 以 推广 到 指标 集 
为 任意 可 列 集 的 情形 。 

定理 A.1.2 it (O, S, m), r€ T. 为 一 族 概 率 空 
间 , 其 中 T. 是 任意 可 列 集 ,那么 = 代数 >< F, LEERE 


t€ T, 
一 的 概率 测度 ,使得 每 一 个 柱 体 一 47, x ( X a) 


tE Te—Tn 
有 
aE) = (=, xX X ñ, 2 CA.) 


其 中 Ar, £ x F T, 是 T. 中 的 有 限 子 集 ， RARA 
ie Ta 


Bs" sip 


测度 a 称 为 测度 mE 7T， 的 乘积 测度 ,并 记 作 XK = 


测度 空间 { X 0,，X Fe) 称 为 测度 空间 (9 Z sm) 
的 乘积 空间 . 


A.Z 非 可 列 无 穷 个 测 宦 空 间 的 生 积 


本 节 将 测度 空间 乘积 的 理论 推广 到 非 可 歼 无 穷 个 因子 的 
情形 . 设 工 为 任意 非 可 列 无 穷 集 ,对 每 一 个 +e T O, ym) 
为 概率 空间 。 

W TE 8 

E = Aš, x [ x a) (A.2.1) 


定义 集 函 数 
“(Ey = È X m ) Cr) (A.2.2) 


r€ T, 


定理 A.2.1 由 式 (A.2.2) B 88 tE 65 SE S 8 x E 
x =, 上 的 报 率 测度 


“vr 


证 明显 然 非 负 , 且 (8) 一 0, [x o) = 1, 


`: 


往 证 ,nm 具有 完全 可 加 人 性. 设 E. e XX S, n— 12 
R (8. 两 两 不 相交 ,不 失 一 般 人 性 ,我 们 可 以 设 


E, mag x x 9,), n=1,2, 


tit T~—Ts 
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其 中 了 ,是 了 的 可 列子 集 ，48e XF, Bm A 名 两 两 不 
相交 ,由 定理 A.1.2 我 们 有 


-0 加 
-D È X m) 


ZÈ ED) 


m= j . ` 

廊 以 是 完全 可 加 的 ， 综 合 上 面 得 到 的 结论 ，P 是 > =, 
上 的 报 率 测度 。 a 
测度 & 称 为 测度 a r€ T HRR, PiE X as 


测度 空间 (X 0,, XF XK m) 称 为 测度 空间 (o, 
F, Ms z€ T HER, 
本 书 3.1 节 用 到 了 无 穷 准 区 积 测度 空间 的 理论 。 
B、 测 验 题 答 案 
第 一 章 


1.D,C,C,A,B,C,D,B, B,C, | 
Z.(1) 由 定义 CB) Cy E 4A,1,4,€ uy， 


AVEF, |]J APDA, H KAPY) < co, HI 
k21 


Pril 
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x. 


` 


imd, E f 
同 理 可 证 Ahim, € .or 因为 Rimo 所以- 


Lot = ALF = S” (S ). 
(2) 因为 |£ — PY < 21f, — HHG. VD. (V D = 


suplje P). ÆG VYD > M, WA f2> +M 或 | 上 一 所 | > 
1 
yM 否则 


f,=1+ G. D< Tu +TM M | 
于 是 
(P> D< a (i. — > E) 


1 
+a (li— 1. > 1 u) 
+> M) | 
Ëm sup QE i > s) < s( > M). 
因为 了 几乎 处 处 有 限 ,所 以 Em aU > M) = 0, 
故 
lim (IË — fl > e)= 0 
G) 对 任意 e> 0， 有 


talh fl> < Í I, — fida 


Ifa—flz>a 


"-. 


<j it — firds—*0 
所 以 
Hm a (lf, — f > s) = 0 
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二 党 


LAŽ 
E(X,. 一 X.) = Eiin 一 X. 2.1 
一 E(X., 1.) — X 
所 以 - 、 
ECX a — X.) < S E(X. |.” ,)— X. =< 0 
即 
E(X.. S EX, > E(X., |, DE x,, wnal 
EX... = EX, 4S EX, nF n) m X., Nn 2 1 
之 因为 {X (Y 一 致 可 积 ,所 以 存在 
M> 0, N> 0, ELX <M, EY SN, Yal 
故 | | 
EleX, + 8Y.1 = la |E|X.1 + l#!E[Y,! 
Sja]. M + |#| * N, Ys Z 1 
BH (ax. + PY,} 的 积分 一 致 有 界 ， 
对 任意 s> 0， 存 在 a> 0, 5 P(A) < š 时 ;有 


| IX, 1dP < s, j 'Y.ldP < 8 
4 4 


出 时 成 立 且 3 与 二 无 关 。 
it 
f laX, + oY a < |a] j IX dP + igl Í |Y] P 
A A z 
S Cel + |ñ|3)s, n 2 1 
即 (ex, + AY.) 一致 地 绝对 连续 。 
由 定理 2.4.1 知 ，{aX, + 8 六.} 一 致 可 积 . 
3. 答 :;X = ECX] F.) XK 
, Z a 


Er s 


A. 证 明 略 。 

5. ECs, F aa) 
一 E(X ucr + Ytra F a) 
= E(X, Kincr 十 了 Xi + Y, X< nl F am) 
=< E(X Kireni + Xain 于 了 Xu 多 n) 
一 E(Xu,- az Xal F a) F KEY |B a) 
一 Xi, az KX, + Y, Xu :sl = Es 

X z,€ S 元 (zs F.) AER, 


第 三 章 
L 由 于 W, EA NSS, W, Daw., Ait IF) 是 下 
bh, 
AW, = ECA|W,| | SZ,), 4 > 0 
e 是 音调 上 升 函 数 且 e* f, MA Jensen 不 等 式 可 得 
ey! =< eed =< E( eAlW,! L) 
再 取 数 学 期 望 , 得 
EeAIWel = PS On Yims 
于 是 有 
Eeti < BetPT = c, x+0 = : = T 
2.1, | Haw, = 3W,— W.— W, 
因为 阶梯 函数 的 随机 积分 是 连续 鞠 , 故 J, Eyes th. 
利用 伊 芯 公 式 


d( sin W,) = cos WadW,— + sin W ,dt 


dx, = zr,dW, — ; x dt 


.3⁄47 。 


z(0) = sin W, = Ü 


HA 
d( cos W,) = — sin W,d W, — 7 cos Wd 
1 
dx, = —x dW, — > xdt 
B. 


xf 0) = cosW, = 1 
A. 因为 blr, 1) = 了， akz, t) = zcost, 所 以 


[Mx ;) — BCE, z)! = 0, br, D < 1 + | z: 
leCxs t} — al, 有 | 一 |xcos: — Fcoas| < [z — z| ` 
且 
lo(+, t)| < 1 + | <| . 
于 是 满足 Lipschitz 条 件 ， 故 随机 微分 方程 解 存在 日 唯一 . 
5. 因为 M, WFAA, 
E(M,— MY = E(E[( M, — M ,)'| == ,]) 
= E( Mi — M) — y —. r (0) — 0 
其 中 rt0) 一 EM; 一 EM:， 所 以 
PlM,— M, — H fjal 
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